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Einleitung

Wenn man den Leuten nur begreiflich ma-

chen könnte, daß es mit der Sprache wie

mit den mathematischen Formeln sei—sie

machen eine Welt für sich aus—sie spie-

len nur mit sich selbst, drücken nichts als

ihre wunderbare Natur aus, und eben dar-

um sind sie so ausdrucksvoll—eben darum

spiegelt sich in ihnen das seltsame Verhält-

nisspiel der Dinge.

(Novalis)

Eines der zentralen Themen der klassischen Wahrscheinlichkeitstheorie bilden
Grenzwertsätze für Summen unabhängiger, identisch verteilter reellwertiger Zu-
fallsvariablen. Dabei beruhen viele Beweise darauf, daß durch die Gruppenstruk-
tur auf R eine Faltung auf der Menge der Wahrscheinlichkeitsmaße induziert wird
und daß die Fouriertransformation mit dieser Faltung verträglich ist.
Das Konzept von Summen unabhängiger Zufallsvariablen läßt sich in zwei Rich-
tungen verallgemeinern. Einerseits besteht die Möglichkeit, die Gruppe R durch
eine beliebige (topologische) Gruppe G zu ersetzen und Folgen von Zufallsvaria-
blen mit Werten in G und ihre Summen (bzw. Produkte im nichtkommutativen
Fall) zu betrachten. Grenzwertsätze für Zufallsvariablen mit Werten in einer Lie-
Gruppe sind etwa in [18] zu finden.
Eine weitere Möglichkeit der Verallgemeinerung ergibt sich aus der Tatsache,
daß Summen unabhängiger identisch verteilter Zufallsvariablen zeitlich homoge-
ne Markov-Ketten bilden, deren Zustandsraum die zugrundeliegende Gruppe G
ist. Auch unter diesem Gesichtspunkt spielt die von der Gruppenstruktur erzeug-
te Faltung ∗ eine besondere Rolle: Die Übergangsfunktion der Markov-Kette ist
gegeben durch

P (x;A) := P (
n∑
k=1

Xk ∈ A |
n−1∑
k=1

Xk = x) = δx ∗ µ(A).
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2 Einleitung

Dabei ist n ∈ N, x ∈ G,A ∈ B(G) und µ die gemeinsame Verteilung der Sum-
manden Xk. Dies legt es nahe, allgemeiner Markov-Ketten zu untersuchen, deren
Zustandsraum eine algebraische Struktur trägt, die die Definition einer Faltung
erlaubt, und deren Übergangsfunktion ebenfalls die obige Gleichung erfüllt. Einen
möglichen Kandidaten stellt das Konzept der kommutativen Hypergruppen be-
reit. Hier steht zwar keine Struktur mehr auf dem zugrundeliegenden Raum selbst
zur Verfügung, aber eine Faltung auf der Maßalgebra und eine mit dieser Faltung
verträgliche Fouriertransformation. Die genaue Definition einer Hypergruppe, vie-
le Beispiele und die allgemeine Theorie der harmonischen Analyse auf Hyper-
gruppen findet man in [4]. Wir betrachten also im folgenden Markov-Ketten,
deren Zustandsraum eine Hypergruppe (K, ∗) ist, und die eine Übergangsfunkti-
on der Form

P (x;A) := δx ∗ µ(A)

mit x ∈ K,A ∈ B(K) und µ ∈M1(K) besitzen.
Mit Hilfe des in [48] definierten Begriffs der sogenannten Konkretisierung einer
Hypergruppe läßt sich die Ähnlichkeit solcher Markov-Ketten zu Summen un-
abhängiger Zufallsvariablen noch deutlicher fassen.

Welchen Wert hat nun dieses Vorgehen abgesehen von der reinen Verallgemeine-
rung? Es zeigt sich, daß dieses Konzept zumindest zwei interessante Klassen von
Markov-Ketten beinhaltet. Dies sind zum einen bestimmte Markov-Ketten auf
N0 oder N2

0, die als ein- beziehungsweise zweidimensionale stochastische Popula-
tionswachstumsmodelle verwendet werden (vgl. etwa [21]). Zum anderen handelt
es sich um Summen unabhängiger Zufallsvariablen mit isotropen Verteilungen.
Ein wichtiges Beispiel hierfür sind Summen radialsymmetrischer Zufallsvariablen
im Rn (siehe [24]). Im ersten Fall trägt der Zustandsraum die Struktur einer poly-
nomialen Hypergruppe, im zweiten Fall die einer Sturm-Liouville-Hypergruppe.
Für diese Hypergruppen-Klassen wurden in [43]–[42], [48] und [46] eine Reihe
von Grenzwertsätzen bewiesen, darunter zentrale Grenzwertsätze und Gesetze
der großen Zahlen. Diese werden in der vorliegenden Arbeit durch zwei weitere
Typen von Grenzwertsätzen ergänzt: Das Prinzip der großen Abweichungen und
lokale Grenzwertsätze.

Die Arbeit gliedert sich dabei wie folgt:
Markov-Ketten auf polynomialen Hypergruppen gehören zur gut untersuchten
Klasse der Markov-Ketten mit diskretem Zustandsraum. Im ersten Kapitel wer-
den sie in diesen Rahmen eingebettet. Wir definieren Markov-Ketten auf po-
lynomialen Hypergruppen durch eine Gleichung, die auch dann noch sinnvoll
ist, wenn das orthogonale Polynomsystem {Pn(x)}n∈N0 keine polynomiale Hyper-
gruppe bildet. Da es interessante Beispiele gibt, die nur dieser erweiterten De-
finition genügen, betrachten wir allgemeiner sogenannte Pn-homogene Markov-
Ketten.
Zunächst wird eine Integral-Darstellung für die Übergangswahrscheinlichkeiten
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hergeleitet. Mit Hilfe dieser Integral-Darstellung können wir dann Kriterien für
Transienz oder Rekurrenz Pn-homogener Markov-Ketten angeben. Dabei stellt
sich heraus, daß es unter milden Bedingungen an das Polynomsystem genügt,
das Verhalten der einfachen Irrfahrt zu kennen, um alle Pn-homogenen Markov-
Ketten bezüglich dieses Polynomsystems klassifizieren zu können. Unter der ein-
fachen Irrfahrt verstehen wir dabei die Markov-Kette, deren Trajektorien nur
Sprünge der Größe eins besitzen. Das Verhalten der einfachen Irrfahrt wieder-
um hängt nur von der Gestalt des Orthogonalisierungsmaßes ab. Diese Situation
ähnelt der für Summen unabhängiger Zufallsvariablen auf Zn. Dort entscheidet
die Integrierbarkeit einer bestimmten Funktion über Transienz oder Rekurrenz,
die ihrerseits nur von der Dimension n abhängt ([35], T8.2).

Das Prinzip der großen Abweichungen ist das Thema des zweiten Kapitels. Dazu
beweisen wir zunächst eine Variante eines Satzes von Ellis, die dem Umstand
Rechnung trägt, daß alle im weiteren betrachteten Zufallsvariablen nur nichtne-
gative Werte annehmen. Mit Hilfe dieses Satzes formulieren wir dann das Prinzip
der großen Abweichungen für Pn-homogene Markov-Ketten, das den Satz von
Cramér verallgemeinert. Die Ratenfunktion steht dabei im selben Zusammen-
hang zur Fouriertransformierten wie im klassischen Fall.
Für den Beweis benötigen wir Aussagen über das Wachstumsverhalten der Poly-
nome außerhalb ihres Orthogonalisierungsintervalls, die es ermöglichen, die Poly-
nome mit der Exponentialfunktion zu vergleichen. Diese Abschätzungen können
wir herleiten, sofern das Polynomsystem in der Nevai-Klasse M(0, 1) enthalten
ist oder asymptotisch periodische Rekursionskoeffizienten besitzt.
Analoge Abschätzungen stehen auch für die multiplikativen Funktionen auf Sturm-
Liouville-Hypergruppen zur Verfügung. Daher können wir auch für Markov-Ketten
auf Sturm-Liouville-Hypergruppen die Gültigkeit des Prinzips der großen Abwei-
chungen nachweisen.
Diese Sätze setzen allerdings immer voraus, daß die zugehörigen Verteilungen
kompakten Träger besitzen. Auf diese technische Voraussetzung kann—zumindest
bei der hier verwendeten Beweismethode—leider nur in Spezialfällen verzichtet
werden. Diese Bedingung benötigen wir, um die Abschätzung nach unten im Prin-
zip der großen Abweichungen zu beweisen. Die Abschätzung nach oben können
wir unter geeigneten Wachstumsbedingungen an die Verteilung sogar sehr viel
allgemeiner für beliebige normalisierte schwache Hypergruppen auf R+ beweisen.

Im dritten Kapitel beschäftigen wir uns mit lokalen Grenzwertsätzen für Pn-
homogene Markov-Ketten, deren Polynomsysteme zu Jacobi-Polynomen verwandt
sind. Darunter verstehen wir zum einen Polynomsysteme, deren Rekursionskoeffi-
zienten das gleiche asymptotische Verhalten zeigen wie die der Jacobi-Polynome.
Zum anderen sind die sogenannten Scheiben-Polynome auf der Einheitskreisschei-
be gemeint, die ihrer expliziten Gestalt wegen mit den Jacobi-Polynomen ver-
wandt sind. Diese lokalen Grenzwertsätze benutzen wir anschließend, um für den
Fall der einfachen Irrfahrt ein Analogon zum Integral-Test von Dvoretzky-Erdös
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zu erhalten.
Ein Vergleich der Beweise mit den Beweisen im klassischen Fall, die man etwa
in [19] findet, zeigt, daß sie sich zwar der gleichen Idee bedienen, aber erheblich
komplizierter sind. Dies hat seinen Grund darin, daß die Grenzverteilung (hier ei-
ne Raleigh-Verteilung) auf einer anderen Hypergruppe (der Bessel-Hypergruppe)
definiert ist als die Verteilungen der Markov-Kette, während im klassischen Fall
alle Verteilungen auf R selbst oder einer Untergruppe definiert sind.

Im letzten Kapitel schließlich geben wir eine Klasse polynomialer Hypergruppen
an, deren Rekursionskoeffizienten ein asymptotisch periodisches Verhalten aufwei-
sen. Diese Polynome sind insofern von Interesse, als sie das—soweit dem Autor
bekannt ist—einzige Beispiel einer polynomialen Hypergruppe darstellen, deren
Rekursionskoeffizienten nicht konvergieren.

Um das Lesen dieser Arbeit zu erleichtern, sind in einem Anhang einige häufiger
benutzte Definitionen und Aussagen über orthogonale Polynomsysteme, modifi-
zierte Momente und Eigenschaften konvexer Funktionen zusammengestellt. Be-
griffe und Definitionen für Markov-Ketten, soweit sie nicht im Text eingeführt
werden, verwenden wir wie in [14].

Teile des zweiten Kapitels wurden in [11] vorveröffentlicht1 und unter dem Titel

”
A large deviation principle for polynomial hypergroups“ auf der Tagung

”
Ap-

plications of hypergroups and related measure algebras“ (1–6.8.1993, Seattle,
U.S.A.) vorgetragen.

Ich möchte mich bedanken bei Herrn Professor Dr. R.Lasser, der mir die Ab-
fassung der Dissertation in seiner Arbeitsgruppe ermöglicht hat und stets zu
Diskussionen bereit war. Ebenso gilt mein Dank Herrn Professor Dr. E.Thoma
für die Übernahme eines Gutachtens wie auch Herrn Hochschuldozent Dr. M.Voit
für seine Anregungen und Hilfe.
Daneben danke ich meinen Kollegen, vor allem Dr. V.Hösel, M.Lindlbauer und
M.Nießner, für ihre Bereitschaft, meine mathematischen Probleme zu diskutie-
ren.
Am meisten aber verdanke ich meinen Eltern, ohne deren Unterstützung ich si-
cher nicht nur diese Arbeit nicht geschrieben hätte.

1Mit Genehmigung des Dekans der Fakultät für Mathematik der Technischen Universität
München vom 2. 8. 1993



Kapitel 1

Pn-homogene Markov-Ketten

1.1 Pn-homogene Markov-Ketten

Gegeben sei ein orthogonales Polynomsystem {Pn(x)}n∈N0 wie in A.1. Dann in-
duzieren die Linearisierungskoeffizienten g(m,n, k) von Pn(x) eine (i.a. nicht po-
sitive) Faltungsstruktur auf der Menge aller Punktmaße auf N0 gemäß

δn ∗ δm =
n+m∑

k=|n−m|

g(m,n, k)δk,

die bilinear und assoziativ auf die Menge aller komplexen Maße mit endlichem
Träger auf N0 fortgesetzt werden kann.
Aus Pn(x0) = 1 für alle n ∈ N folgt außerdem, daß das Faltungsprodukt zweier
W-Maße wieder ein W-Maß ist, sofern es ein positives Maß ist.

Mit Hilfe dieser Faltungsstruktur definieren wir:

Definition 1.1.1
(i) Ein W-Maß µ auf N0 heißt zulässig für {Pn(x)}n∈N0 , falls δi ∗ µ für jedes

i ∈ N existiert und ein positives Maß (und damit ein W-Maß) ist.

(ii) Eine Übergangsmatrix P = (Pij)i,j∈N0 heißt Pn-homogen (mit Verteilung
µ), falls ein zulässiges W-Maß µ auf N0 existiert so, daß für alle i und j gilt

(1.1) Pij = δi ∗ µ({j}).

(iii) Eine Markov-Kette X mit Zustandsraum N0 heißt Pn-homogen, falls die
zugehörige Übergangsmatrix P Pn-homogen ist.

5



6 1. Pn-homogene Markov-Ketten

Bemerkung:
(1.1) impliziert P0k = µ({k}). Damit ist eine äquivalente Formulierung:
P ist Pn-homogen genau dann, wenn

(1.2) Pij =
∞∑
k=0

g(k, i, j)P0k =

i+j∑
k=|i−j|

g(k, i, j)P0k.

Dabei folgt die zweite Gleichung aus der Tatsache, daß g(k, i, j) 6= 0 genau dann
gilt, wenn g(i, j, k) 6= 0.

Beispiele:

(i) Sind alle Linearisierungskoeffizienten g(m,n, k) nicht negativ, so wirdM(N0)
mit obiger Faltung zu einer kommutativen Banach-Algebra. Mit der Iden-
tität als Involution und 0 als neutralem Element ist (N0, ∗) dann ein kommu-
tative Hypergruppe und heißt polynomiale Hypergruppe (vgl. [25]). In die-
sem Fall ist jedes W-Maß µ zulässig und man nennt Pn-homogene Markov-
Ketten random walks (siehe [16]).

(ii) Ein weiteres wichtiges Beispiel entsteht folgendermaßen:
Für jedes Polynomsystem ist das Maß µ = µ0δ0+µ1δ1 (µ0, µ1 > 0, µ0+µ1 =
1) zulässig. Solche Pn-homogenen Markov-Ketten heißen in [21] ebenfalls
random walk. Die Pn-homogene Markov-Kette mit Verteilung δ1 wird im
folgenden einfache Irrfahrt genannt.

(iii) Für ein beliebig vorgegebenes Polynomsystem {Pn(x)}n∈N0 mit negativen
Linearisierungskoeffizienten ist es im allgemeinen schwierig zu entscheiden,
ob neben der einfachen Irrfahrt weitere Pn-homogene Markov-Ketten exi-
stieren.
Sind jedoch die ersten Linearisierungskoeffizienten positiv, etwa g(m,n, k) >
0 für m 6 m0, k, n ∈ N0, so ist offensichtlich jedes W-Maß µ auf N0

mit Trµ ⊆ [0,m0] zulässig für {Pn(x)}n∈N0 . Ein Beispiel hierfür bildet
die zweiparametrige Erweiterung {Tn(x; a, b)}n∈N0 der Griñspun-Polynome
aus [26]. Diese erfüllen g(2, n, k) > 0 für a > 2 und b > max{1, 2a

3a−4} und

g(3, n, k) > 0 für a > 2 und b > 3a−2
2a−2 . Dies zeigt man mit Hilfe der Rekur-

siongleichungen für die Linearisierungskoeffizienten aus [25].

Um interessante Aussagen über Pn-homogene Markov-Ketten erhalten zu können,
sind zusätzliche Bedingungen, sei es an das Maß µ, sei es an das Polynomsystem
{Pn(x)}n∈N0 nötig. Daher sei ab jetzt stets eine der beiden folgenden Vorausset-
zungen erfüllt:

(a) Trµ ist endlich oder

(b) Es existieren Konstanten C1 und C2 mit:

|g(m,n, k)| 6 C1 gleichmäßig in n,m und k und sup
n∈N

sup
x∈Trπ

|Pn(x)| 6 C2.
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Lemma 1.1.2
Es sei µ ein zulässiges W-Maß und P Pn-homogen mit Verteilung µ. Dann gilt:

(i) Für jedes n ∈ N existiert µ(n), das n-fache Faltungsprodukt von µ mit sich

selbst, und ist ein W-Maß. Es ist gegeben durch µ(n) =
∑∞

k=0 P
(n)
0k δk.

(ii) Für alle n ∈ N ist das W-Maß µ(n) zulässig und P (n) ist Pn-homogen mit
Verteilung µ(n).

(iii) P ist reversibel bezüglich {πn}, d.h. πiPij = πjPji. Insbesondere ist {πn}
ein positives invariantes Maß für P .

Beweis:

(i) Für n = 1 ist dies richtig. Sei also n > 2. Nach Induktionsvoraussetzung ist
µ(n−1) ein W-Maß. Außerdem ist

0 6 δk ∗ µ({j}) =
∞∑
l=0

g(k, l, j)µ({l}) 6 1

für alle k, l ∈ N0.
Also ist auch

0 6
∞∑
k=0

δk ∗ µ(n−1)({k}) 6 1

und

µ(n)({j}) =
∞∑
k=0

(
∞∑
l=0

g(k, l, j)µ({l})

)
µ(n−1)({k}).

ist wohldefiniert für alle j ∈ N0. Die übrigen Behauptungen folgen, falls
gezeigt werden kann, daß für jedes j ∈ N0 µ

(n)({j}) = P
(n)
0j gilt. Dies sieht

man wie folgt:

P
(n)
0j =

∞∑
l=0

P
(n−1)
0l Plj

(1.2)
=

∞∑
l=0

P
(n−1)
0l

∞∑
k=0

g(k, l, j)µ({k})

=
∞∑
l=0

∞∑
k=0

g(k, l, j)µ({k})µ(n−1)({l}) = µ
(n)
j .

(ii) Beweis durch Induktion nach n:
n = 1 ist die Definition. Für n > 1 reicht es offensichtlich zu zeigen, daß
für alle i, j ∈ N0 P

(n)
ij = δi ∗ µ(n)({j}) ist. Da ∗ assoziativ ist für Maße mit
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endlichem Träger, erhalten wir für i, j, l,m ∈ N0 die Gleichung

i+j∑
k=|i−j|

g(l,m, k)g(k, i, j) = δi ∗ (δl ∗ δm)({j})

= (δi ∗ δl) ∗ δm({j}) =
i+l∑

k=|i−l|

g(i, l, k)g(k,m, j).

(1.3)

Für festes i, j ∈ N0 gilt g(k, i, j) 6= 0 genau dann, wenn g(i, j, k) 6= 0 und
daher

δi ∗ µ(n+1)({j}) =
∞∑
k=0

g(k, i, j)µ(n+1)({k})

=
∞∑
k=0

g(k, i, j)
∞∑
l=0

∞∑
m=0

g(l,m, k)µ({m})µ(n)({l})

=

i+j∑
k=|i−j|

g(k, i, j)
∞∑
l=0

∞∑
m=0

g(l,m, k)µ({m})µ(n)({l})

=
∞∑
l=0

∞∑
m=0

i+j∑
k=|i−j|

g(k, i, j)g(l,m, k)µ({m})µ(n)({l})

(1.3)
=

∞∑
l=0

∞∑
m=0

i+l∑
k=|i−l|

g(i, l, k)g(k,m, j)µ({m})µ(n)({l})

=
∞∑
l=0

i+l∑
k=|i−l|

g(i, l, k)µ(n)({l})
∞∑
m=0

g(k,m, j)µ({m})

=
∞∑
l=0

i+l∑
k=|i−l|

g(i, l, k)µ(n)({l})Pkj.

Der Beweis ist beendet, wenn gezeigt ist, daß in der letzten Zeile die Sum-
mationsreihenfolge vertauscht werden kann, denn

∞∑
k=0

∞∑
l=0

g(i, l, k)µ(n)({l})Pkj =
∞∑
k=0

P
(n)
ik Pkj = P

(n)
ij .

Dies ist trivial, falls Trµ endlich ist, da in diesem Fall auch µ(n) endlichen
Träger besitzt. Ist Trµ nicht endlich, aber |g(m,n, k)| < C gleichmäßig in
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m,n und k, so ist

∞∑
l=0

∞∑
k=0

|g(i, l, k)|Pkjµ(n)({l}) =
∞∑
l=0

∞∑
k=0

πk
πi
|g(l, k, i)|Pkjµ(n)({l})

=
∞∑
l=0

∞∑
k=0

πj
πi
|g(l, k, i)|Pjkµ(n)({l}) 6 C

πj
πi
<∞.

(iii) Es gilt πng(m,n, k) = πkg(m, k, n). Daher ist

πiPij =
∞∑
k=0

πig(k, i, j)P0k =
∞∑
k=0

πjg(k, j, i)P0k = πjPji

und

πj = πj

∞∑
i=0

Pji =
∞∑
i=0

πiPij.

�

1.2 Eine Integral-Darstellung für die Übergangs-

matrizen

Es sei P eine Pn-homogene Übergangsmatrix mit Verteilung µ. Unter den obigen
Voraussetzungen

(a) Trµ ist endlich oder

(b) Es existieren Konstanten C1 und C2 mit:

|g(m,n, k)| 6 C1 gleichmäßig in n,m und k und sup
n∈N

sup
x∈Trπ

|Pn(x)| 6 C2

konvergiert für µ ∈M1(N0)

µ̂(x) :=
∞∑
k=0

µ({k})Pk(x)

absolut und gleichmäßig auf Trπ und heißt die Fourier-Transformierte von µ.
Sie hat folgende Eigenschaften:
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Lemma 1.2.1
Ist µ ein zulässiges W-Maß, so gilt für x ∈ Tr π und i ∈ N0:

δ̂i ∗ µ(x) = Pi(x) µ̂(x) und µ̂(n)(x) = (µ̂(x))n .

Insbesondere gilt

µ̂n(x)Pi(x) =
∞∑
j=0

P
(n)
ij Pj(x).

Beweis: Formal erhält man

µ̂(x)Pi(x) =
∞∑
k=0

 k+i∑
j=|k−i|

g(k, i, j)Pj(x)

µ({k}) =
∞∑
k=0

(
∞∑
j=0

g(k, i, j)Pj(x)

)
µ({k})

(1)
=

∞∑
j=0

(
∞∑
k=0

g(k, i, j)µ({k})

)
Pj(x)

(1.2)
=

∞∑
j=0

PijPj(x) = δ̂i ∗ µ(x).

Dabei gilt (1) unter Voraussetzung (a) trivialerweise, da dann alle auftretenden
Summen endlich sind.
Gilt (b), so darf die Summation vertauscht werden, denn für festes i ist

∞∑
k=0

(
∞∑
j=0

|g(k, i, j)Pj(x)|

)
µ({k}) 6 C2

∞∑
k=0

k+i∑
j=|k−i|

|g(k, i, j)|µ({k})

6 C + C2

∞∑
k=i

k+i∑
j=k−i

|g(k, i, j)|µ({k})

6 C + C1C2(2i+ 1)
∞∑
k=i

µ({k})

6 C + C1C2(2i+ 1) <∞.

Zum zweiten Teil der Behauptung: Wieder ist formal

µ̂n+1(x) =

(
∞∑
j=0

µ(n)({j})Pj(x)

)(
∞∑
k=0

µ({k})Pk(x)

)

=
∞∑
j=0

µ(n)({j})
∞∑
k=0

µ({k})
∞∑
l=0

g(k, j, l)Pl(x)

(1)
=

∞∑
j=0

µ(n)({l})
∞∑
l=0

Pl(x)
∞∑
k=0

g(k, j, l)µ({k}) (1.2)
=

∞∑
j=0

P
(n)
0j

∞∑
l=0

PjlPl(x)

(2)
=

∞∑
l=0

(
∞∑
j=0

P
(n)
0j Pjl

)
Pl(x) =

∞∑
l=0

P
(n+1)
0l Pl(x) = µ̂(n+1)(x).
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Unter Voraussetzung (a) sind (1) und (2) offensichtlich richtig. Also bleibt zu zei-
gen, daß unter Voraussetzung (b) die Summationsreihenfolgen vertauscht werden
dürfen.
Für (1) wurde dies schon oben gezeigt und (2) gilt, da

∞∑
l=0

∞∑
j=0

P
(n)
0j Pjl|Pl(x)| 6 C2

∞∑
l=0

P
(n+1)
0l = C2.

�

Bemerkung:

In Kapitel 2 wird der
”
Faltungssatz“ µ̂(n)(x) = (µ̂(x))n auch für x > x0, also

x 6∈ Tr π, verwendet, falls Trµ endlich ist oder falls {Pn(x)}n∈N0 eine polynomiale
Hypergruppe erzeugt. Beachte dabei, daß für x > x0 Pn(x) > 0 ist und damit µ̂(x)
wohldefiniert ist mit dem möglichen Wert +∞. Somit ist dann der obige Beweis
des Faltungssatzes richtig für Maße mit endlichem Träger. Sind alle Linearisie-
rungskoeffizienten g(m,n, k) nichtnegativ, so sind alle auftretenden Summanden
positiv und die Vertauschung der Summationsreihenfolge ist auch in diesem Fall
gerechtfertigt.

Satz 1.2.2 (Integraldarstellung von P
(n)
ij )

Es sei P eine Pn-homogene Übergangsmatrix mit Verteilung µ. Dann besitzt P
(n)
ij

die Integraldarstellung

P
(n)
ij = πj

∫
(µ̂(x))nPi(x)Pj(x)dπ(x).

Beweis: Dies folgt sofort aus Lemma 1.2.1 und der Orthogonalität von {Pn(x)}n∈N0

bezüglich π. �

Nach [22], Theorem VII, existiert für jede Markov-Kette und jeden Zustand j ein
W-Maß ψjj ∈M1([−1, 1]) so, daß gilt

(1.4) P
(n)
jj =

∫ 1

−1
xndψjj(x)

Dabei besteht folgender Zusammenhang zur Integral-Darstellung von Satz 1.2.2:

Korollar 1.2.3
Unter den Voraussetzungen von Satz 1.2.2 ist

ψjj = πjµ̂(P 2
j π)

wobei f(ν) das Bildmaß von ν unter der Abbildung f bezeichnet.



12 1. Pn-homogene Markov-Ketten

Beweis:
Nach Voraussetzung existiert ein C <∞ mit µ̂ : Tr π → [−C,C] und µ̂ ist stetig.
Also erhält man mit Satz 1.2.2 und dem Transformationssatz für Integrale:

P
(n)
jj = πj

∫
(µ̂(x))nP 2

j (x)dπ(x) = πj

∫ C

−C
yndµ̂(P 2

j π)(y).

Aufgefaßt als Maße auf [−M,M ] mit M := max{sup Tr π,C} haben µjj und
πjµ̂(P 2

j π) demnach die selben Momente.
Damit folgt die Behauptung, da auf Kompakta Maße durch ihre Momente ein-
deutig bestimmt sind ([9], Theorem III.5.7). �

Mit Hilfe von Korollar 1.2.3 kann µ̂ auf Tr π abgeschätzt werden. Dazu benötigen
wir das folgende Lemma.

Lemma 1.2.4
Es sei P eine beliebige reversible Übergangsmatrix und für j ∈ N0 sei
µjj ∈M1([−1, 1]) das gemäß (1.4) zugehörige Maß.
Dann ist

γi := lim
n→∞

(
P

(din)
ii

)1/din
die kleinste positive Zahl α mit Trµjj ⊆ [−α, α] für alle j ∈ C(i).
Dabei bezeichnet C(i) die Menge aller mit i kommunizierenden Zustände und di
die Periode von i.

Beweis: Für alle j ∈ C(i) ist γi = limn→∞

(
P

(din)
jj

)1/din
und

(
P

(din)
jj

)1/din
6 γi

([23], Theorem X) und für jedes n ∈ N gilt:(
P

(din)
jj

)1/din
=

(∫ α

−α
xdindµjj(x)

)1/din

6 α,

d.h. γi 6 α.
Andererseits gilt nach Definition von α für jedes ε > 0 µjj(Dε) > 0, wobei Dε :=
[−α,−(α− ε)] ∪ [α− ε, α]) und somit

γi >
(
P

(din)
jj

)1/din
=

(∫ α

−α
xdindµjj(x)

)1/din

>

(∫
Dε

xdindµjj(x)

)1/din

> (α− ε)µjj(Dε)
1/din.

Damit ist γi > α− ε für jedes ε > 0, d.h. γ > α. �

Korollar 1.2.5
Unter den Voraussetzungen von Satz 1.2.2 gilt

sup
x∈Trπ

|µ̂(x)| = γ0 6 1.
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Beweis: Ist P00 = 1, so ist nichts zu zeigen.
Andernfalls ist C(0) 6= {0}. Definiere δ := supx∈Trπ |µ̂(x)|. Dann ist wegen
Satz 1.2.2 γ0 6 δ.
Weiter gibt es nach Definition von δ ein y ∈ Tr π mit δ = |µ̂(y)|. Da µ̂ stetig ist,
folgt mit Korollar 1.2.3

µ̂(y) ∈ µ̂(Tr π) ⊆ Tr µ̂(π) = Trµ00 ⊆ [−γ0, γ0].

Folglich ist δ 6 γ0. �

1.3 Irreduzibilität und Periodizität

Für eine beliebige Pn-homogene Markov-Kette ist es schwierig, Kriterien für Ir-
reduzibilität und Periodizität anzugeben. Man kann aber die folgenden einfachen
Beobachtungen festhalten, die wir in Kapitel 3 benötigen werden.

Satz 1.3.1
(i) Die einfache Irrfahrt ist irreduzibel. Sie ist aperiodisch genau dann, wenn

bn 6= 0 für ein n ∈ N.

(ii) Ist bn ≡ 0, so gilt für jede Pn-homogene Markov-Kette X mit Verteilung µ

(1) X ist reduzibel, falls Trµ ⊆ 2N0.

(2) X hat Periode 2, falls Trµ ⊆ 2N0 + 1.

(iii) Ist P Pn-homogen mit Verteilung µ, so sind alle Äquivalenz-Klassen von P
stochastisch abgeschlossen und die Periode d(i) erfüllt d(i) 6 2 für jeden
Zustand i ∈ N0. Insbesondere ist P irreduzibel genau dann, wenn

R := ∪n>1 Trµ(n) = N0.

Beweis:

(i) Es ist für j > i

P
(j−i)
ij >

j−i−1∏
k=0

Pi+k i+k+1 =

j−1∏
k=i

ak > 0

und analog für i > j

P
(i−j)
ij >

i∏
k=j+1

ck > 0.

Ist bn0 6= 0, so ist der Zustand n0 (und damit die einfache Irrfahrt) aperi-
odisch.
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(ii) Nach Voraussetzung ist P2n(x) eine gerade Funktion und P2n+1(x) eine un-
gerade Funktion. Also folgt aus Trµ ⊆ 2N0, daß µ̂(x) eine gerade Funktion
ist, und somit ist µ̂(x)nPi(x)Pj(x) eine ungerade Funktion für alle n ∈ N,
falls i − j ungerade ist. Da bn ≡ 0 ist, ist das Orthogonalisierungsmaß π
symmetrisch ([9], Theorem I.4.3). Also ist P

(n)
0j = 0 für alle n ∈ N, falls j

ungerade ist, und X ist reduzibel.
Ist jedoch Trµ ⊆ 2N0 + 1 und i− j gerade, so ist

µ̂(x)nPi(x)Pj(x) = (−1)nµ̂(−x)Pi(−x)Pj(−x)

und somit ist P
(2n+1)
ij = 0 für alle n ∈ N.

(iii) Aus Lemma 1.1.2 (iii) folgt P
(n)
ij > 0⇔ P

(n)
ji > 0, da πk > 0 für alle k.

Damit sind die Äquivalenzklassen abgeschlossen und P
(2n)
ii > 0 für alle n und i,

also ist d(i) 6 2. R ist die Äquivalenzklasse von 0. Da R stochastisch abge-
schlossen ist, folgt sofort die Behauptung.

�

Korollar 1.3.2
Ist (N0, ∗) eine polynomiale Hypergruppe, so ist für einen random walk X mit
Verteilung µ äquivalent:

(i) X ist irreduzibel.

(ii)
R := ∪n>1 Trµ(n) = N0.

(iii) Es existiert ein n0 ∈ N mit 1 ∈ Trµ(n0).

Beweis: Es ist nur (iii) ⇒ (ii) zu zeigen. Nun folgt aber aus (iii) induktiv

{0, 1, . . . , k} ⊆ ∪(k+1)n0

l=n0
Trµ(l). Also gilt (ii). �

1.4 Transienz und Rekurrenz

Ist P eine beliebige irreduzible Übergangsmatrix, so ist limn→∞

(
P

(n)
ij

)1/n
=: γ

unabhängig von i und j ([22], Theorem X), wobei n die Residuenklasse Rij von i
und j bezüglich der Periode d von P durchläuft.
Nach dem Satz von Cauchy-Hadamard ist dann R := 1/γ > 1 der gemeinsame

Konvergenzradius der Potenzreihen
∑∞

n=0 P
(n)
ij xn.
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Definition 1.4.1
Es sei P eine irreduzible Übergangsmatrix. Dann heißt P

(i) R-transient, falls
∑∞

n=0 P
(n)
ij Rn <∞ ist für alle i, j ∈ N0,

(ii) R-rekurrent, falls
∑∞

n=0 P
(n)
ij Rn =∞ ist für alle i, j ∈ N0,

(iii) R-positiv-rekurrent, falls limn→∞R
nP

(n)
ij = cij > 0 ist für alle i, j ∈ N0,

wobei n die Residuenklasse Rij von i und j bezüglich der Periode d von P
durchläuft, und

(iv) R-null rekurrent, falls
∑∞

n=0 P
(n)
ij Rn = ∞ ist und limn→∞R

nP
(n)
ij = 0 gilt

für alle i, j ∈ N0.

In [39] wird gezeigt, daß diese Eigenschaften Klasseneigenschaften sind, d.h. sie
gelten für alle i, j ∈ N0, sobald sie für ein Paar i0, j0 gelten.

Satz 1.4.2
Es sei P eine irreduzible Pn-homogene Übergangsmatrix. Bezeichnet dann
γ := supTrπ |µ̂(x)| 6 1 und R := 1/γ, so gilt:

(i) P ist R-transient genau dann, wenn 1
γ−µ̂(x) ∈ L

1(π).

(ii) P ist R-rekurrent genau dann, wenn 1
γ−µ̂(x) 6∈ L

1(π).

(iii) P ist R-positiv rekurrent genau dann, wenn π(µ̂−1({γ}) > 0.

Beweis: Es genügt, (ii) und (iii) für i = 0 = j zu zeigen, da (i) die negierte Form
von (ii) ist.
Zu (ii):
Nach Voraussetzung ist |µ̂(x)| 6 γ auf Tr π; also konvergiert

∑∞
n=0(µ̂(x))nsn ab-

solut und gleichmäßig auf Tr π für 0 < s < R und es gilt

P (s) :=
∞∑
n=0

P
(n)
00 s

n =
∞∑
n=0

∫
(µ̂(x)s)ndπ(x) =

∫
dπ(x)

1− µ̂(x)s
.

Nun ist P R-rekurrent ⇔ lim
s↑R

P (s) =∞

⇔ lim
s↑R

∫
dπ(x)

1− µ̂(x)s
=∞

⇔ lim
s↑R

∫
{µ̂>0}

dπ(x)

1− µ̂(x)s
=∞.

Da s 7→ 1{µ̂>0}
1−µ̂(x)s monoton wächst, folgt die Behauptung mit dem Satz von der

monotonen Konvergenz.
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Zu (iii):
Es ist

c00 = lim
n→∞

P
(2n)
00 R2n = lim

n→∞

∫
(µ̂(x)/γ)2n dπ(x) = π(µ̂−1(γ)) + π(µ̂−1(−γ)).

Damit erhält man

P ist R-positiv rekurrent ⇔ π(µ̂−1(γ)) + π(µ̂−1(−γ)) > 0.

Ist nun P aperiodisch, so gilt auch

c00 = lim
n→∞

P
(2n+1)
00 R2n+1 = π(µ̂−1(γ))− π(µ̂−1(−γ)).

Folglich ist π(µ̂−1(−γ)) = 0 und P ist R-positiv rekurrent genau dann, wenn
π(µ̂−1(γ)) > 0.

Hat jedoch P die Periode 2, so ist P
(2n+1)
00 R2n+1 = 0 für alle n ∈ N und damit

ist in diesem Fall π(µ̂−1(γ)) = π(µ̂−1(−γ). Die Behauptung gilt also auch, falls
P die Periode 2 hat. �

Korollar 1.4.3
(i) Ist γ < 1, so gibt es ein c > 1 mit

P
(n)
ij 6 c−n

für n groß genug, d.h. P
(n)
ij konvergiert exponentiell schnell gegen 0.

(ii) Ist A := Tr π\{|µ̂| = γ} abgeschlossen, so existieren ein 0 < % < 1 und ein
Mi,j > 0 so, daß

|P (ri+2n)
ij Rri+2n − cij| 6Mj%

ri+2n.

Dabei ist ri so gewählt, daß ri + 2n genau die Residuenklasse von i und j
bezüglich der Periode d von P durchläuft.

Beweis:

(i) Ist γ < 1, so existiert ein 1 < c < 1/γ = R und
∑∞

n=0 P
(n)
ij cn konvergiert.

(ii) Es gilt

cij = πj

∫
µ̂=γ

Pi(x)Pj(x)dπ(x) + (−1)riπj

∫
µ̂=−γ

Pi(x)Pj(x)dπ(x),

denn es ist

cij = lim
n→∞

P ri+2n
ij Rri+2n =

= πj

∫
µ̂=γ

Pi(x)Pj(x)dπ(x) + (−1)riπj

∫
µ̂=−γ

Pi(x)Pj(x)dπ(x)

+ lim
n→∞

πj

∫
A

(
µ̂(x)

γ

)ri+2n

Pi(x)Pj(x)dπ(x).
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Nun gilt aufA
(
µ̂(x)
γ

)ri+2n

→ 0 und
(
|µ̂(x)|
γ

)ri+2n

|Pi(x)Pj(x)| < |Pi(x)Pj(x)| <
∞. Damit folgt die Behauptung aus dem Satz von der majorisierten Kon-
vergenz. Somit ist

|P (ri+2n)
ij Rri+2n − cij| = |πj

∫
A

(
µ̂(x)

γ

)ri+2n

Pi(x)Pj(x)dπ(x)|

6 Ci,j

∫
A

(
|µ̂(x)|
γ

)ri+2n

dπ(x),

wobei Ci,j := supx∈A |Pi(x)Pj(x)|πj.
Dies beendet den Beweis mit ρ := supx∈A

(
|µ̂(x)|
γ

)
< 1 und Mi,j := Ci,jπ(A).

�

Bemerkung:
Ein Beispiel für die Situation in Teil (ii) des obigen Korollars bildet die einfa-
che Irrfahrt bzgl. der Karlin-McGregor-Polynome 1.Art, falls a1 + a2 < 1 (siehe
Satz 4.2).

Korollar 1.4.4
P sei eine irreduzible und aperiodische Pn-homogene Übergangsmatrix. Dann
sind äquivalent:

(i) P ist (1-)positiv rekurrent.

(ii) π({x0}) > 0.

Beweis: (i)⇒ (ii):
Lemma 1.1.2 zeigt, daß {πi}i∈N0 ein positives subinvariantes Maß für P ist. [14],
Theorem 2.24 liefert

P ist positiv rekurrent ⇒∞ >
∞∑
i=0

πi =
∞∑
i=0

πiPi(x0).

Nun gilt aber bekanntlich
∑∞

i=0 πiPi(x0) <∞⇔ π({x0}) > 0.
(ii)⇒ (i):
Ist π({x0}) > 0, so ist µ̂(x0) = γ = 1 und die Behauptung folgt aus Satz 1.4.2(iii).

�

Unter einer zusätzlichen Voraussetzung an das zugrundeliegende Polynomsystem
{Pn(x)}n∈N0 verhalten sich alle Pn-homogenen Übergangsmatrizen wie die einfa-
che Irrfahrt. Um dies zu zeigen, benötigen wir das folgende Lemma.

Lemma 1.4.5
Es sei P eine beliebige irreduzible Übergangsmatrix, die eine Bandmatrix ist, d.h.
es gibt ein k0 so, daß Pij = 0 , falls |i− j| > k0.
Dann ist P genau dann R-transient, wenn ein n0 > 1 existiert derart, daß Q :=
P (n0) Rn0-transient ist.
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Beweis: Es reicht zu zeigen, daß
∑∞

k=0 P
(k)
00 R

k < ∞, falls ein n0 > 1 existiert
derart, daß P (n0) Rn0-transient ist. Mit diesem n0 ist

∞∑
k=0

P k
00R

k =
∞∑
k=0

n0−1∑
l=0

P
(kn0+l)
00 Rkn0+l =

∞∑
k=0

n0−1∑
l=0

∞∑
j=0

P
(kn0)
0j Rkn0P

(l)
j0 R

l

=
∞∑
k=0

n0−1∑
l=0

∞∑
j=0

Q
(k)
0j R

kn0P
(l)
j0 R

l =
∞∑
k=0

n0−1∑
l=0

lk0∑
j=0

Q
(k)
0j R

kn0P
(l)
j0 R

l

=

n0−1∑
l=0

lk0∑
j=0

P
(l)
j0 R

l

∞∑
k=0

Q
(k)
0j R

kn0 <∞.

�

Satz 1.4.6
Es gelte supx∈Trπ |Pn(x)| = Pn(δ), wobei δ den rechten Randpunkt von Tr π
bezeichnet. Dann gilt:

(i) Es sind äquivalent:

(1) Jede irreduzible Pn-homogene Markov-Kette, deren Verteilung µ end-
lichen Träger besitzt, ist R-transient mit R= 1/µ̂(δ).

(2) Die einfache Irrfahrt ist R-transient mit R = 1/P1(δ).

(3) (δ − x)−1 ∈ L1(π)

(4)
∑∞

n=1
1

anπnPn(δ)Pn+1(δ)
<∞

Induziert {Pn(x)}n∈N0 eine polynomiale Hypergruppe, so ist die Vorausset-
zung erfüllt und (1) ist äquivalent zu

(1′) Jeder irreduzible random walk mit Verteilung µ ist R-transient
mit R= 1/µ̂(δ).

(ii) Es sind äquivalent:

(1) Jede irreduzible Pn-homogene Markov-Kette ist R-positiv rekurrent
mit R= 1/µ̂(δ).

(2) Die einfache Irrfahrt ist R-positiv rekurrent mit R = 1/P1(δ).

(3) π({δ}) > 0.

(4)
∑∞

n=0 P
2
n(δ)πn <∞

Insbesondere ist kein irreduzibler random walk auf einer polynomialen Hyper-
gruppe R-positiv rekurrent.
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Beweis:
Zu (i):
(1)⇒ (2) ist klar.
(2)⇔ (3) folgt aus Satz 1.4.2(i), denn es ist P1(δ)− P1(x) = a0(δ − x).
(3)⇔ (4):
Da δ der rechte Randpunkt von Trπ ist, ist Pn(δ) > 0 für alle n ∈ N. Definiere

Qn(x) := Pn(x)
Pn(δ)

. Dann ist (δ − x)−1 ∈ L1(π)⇔ (1−Q1(x)) ∈ L1(π), d.h. (3) gilt

genau dann, wenn die einfache Irrfahrt bzgl. {Qn(x)}n∈N0 1-transient ist. Da aber

πQn = πnP
2
n(δ) und aQn = anPn+1(δ)

Pn(δ)P1(δ)
gilt, folgt die Äquivalenz von (3) und (4) wie

in [21].
(3)⇒ (1): Die Voraussetzung bedeutet gerade, daß P eine Bandmatrix ist.Da P

irreduzibel ist, existiert außerdem ein n0 mit P
(n0)
01 > 0. Mit obigem Lemma reicht

es, die Behauptung für die Pn-homogene Markov-Kette Q := P (n0) zu zeigen. Sei
µ die Verteilung von Q. Dann ist µ1 := µ({1}) > 0 und damit folgt

γ− µ̂(x) = µ̂(δ)− µ̂(x) =
∑
k 6=1

µ({k})(Pk(δ)−Pk(x)) +µ1a0(δ−x) > µ1a0(δ−x).

Satz 1.4.2(i) liefert die Behauptung.
Erzeugt {Pn(x)}n∈N0 eine polynomiale Hypergruppe, so gilt |Pn(x)| 6 Pn(δ) für
alle x ∈ Tr π ([40], Corollary 2.8), und es bleibt (1)⇒ (1′) zu zeigen.
Sei Xn ein irreduzibler random walk mit Verteilung µ. Dann existiert ein k0 ∈ N
mit c := µ([0, k0]) > 0. Definiere das W-Maß µ1 := 1

c

∑k0
k0 µ({k})δk. Dann ist

µ = cµ1 + (1− c)µ2 und es gilt

µ̂(δ)− µ̂(x) = c(µ̂1(δ)− µ̂1(x)) + (1− c)(µ̂2(δ)− µ̂2(x)) > c(µ̂1(δ)− µ̂1(x)).

Damit folgt die Behauptung wieder aus Satz 1.4.2(i).
Zu (ii):
(1)⇒ (2) und (3)⇔ (4) sind klar.
(2)⇔ (3) folgt aus Satz 1.4.2(iii), da

π(P−11 (γ)) = π({x ∈ Tr π : P1(x) = P1(δ)}) = π({δ}).

(3)⇒ (1) gilt, da δ ∈ µ̂−1({γ}).
Die letzte Aussage folgt aus [34], Corollary zu Theorem 5. �

Bemerkung:
Erzeugt {Pn(x)}n∈N0 eine polynomiale Hypergruppe, so verallgemeinert Teil (i)
des Korollars [16], Theorem 3.2.2 auf den Fall R > 1.
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Definition 1.4.7
Xn sei eine beliebige irreduzible Markov-Kette und A ⊆ N0. Dann heißt A tran-
sient, falls

P (Xn ∈ A unendlich oft | X0 = i) = 0

für alle i ∈ N0 und rekurrent, falls

P (Xn ∈ A unendlich oft | X0 = i) = 1

für alle n ∈ N0.

Für einelementige Mengen stimmt diese Definition mit der Definition der 1-
Transienz bzw. 1-Rekurrenz überein. Außerdem folgt unmittelbar aus der De-
finition:

(i) Ist Xn rekurrent, so ist jede nichtleere Menge rekurrent.

(ii) Ist Xn transient, so ist jede endliche Menge transient und jedes Komplement
einer endlichen Menge rekurrent.

Im allgemeinen können jedoch Mengen existieren, die weder transient noch re-
kurrent sind.

Lemma 1.4.8
Es sei Xn die einfache Irrfahrt bzgl. eines beliebigen Polynomsystems. Dann ist
jede beschränkte harmonische Funktion konstant.

Beweis: Ist f eine beschränkte harmonische Funktion, so genügt sie dem Glei-
chungssystem

f(0) = f(1) und f(n) = anf(n+ 1) + bnf(n) + cnf(n− 1) für n > 2.

Damit folgt induktiv die Behauptung, da an + bn + cn ≡ 1 ist für alle n ∈ N. �

Satz 1.4.9
Es sei Xn die einfache Irrfahrt wie im vorigen Lemma. Dann gilt:

(i) Jede Teilmenge ist entweder transient oder rekurrent.

(ii) Ist Xn transient, so ist eine Menge A ⊆ N0 rekurrent genau dann, wenn sie
unendlich ist.

Beweis:

(i) Dies folgt mit Lemma 1.4.8 aus [32], Proposition 3.8.
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(ii) Die Notwendigkeit der Bedingung ist klar.
Da Xn →∞ P-fast sicher und Xn sich nur in unmittelbaren Nachbarpunk-
ten von Xn−1 befinden kann, gilt

(1.5) lim
n→∞

P (τn <∞ | X0 = i) = 1

für alle i ∈ N0. Dabei bezeichnet τn den ersten Zeitpunkt, zu dem sich die
Markov-Kette im Zustand n befindet.
Sei also jetzt A = {a0, a1, . . .} mit ai < ai+1 → ∞ und Tk bezeichne den
Zeitpunkt des k-ten Besuch von Xn in der Menge A.
Dann gilt

P (Tk <∞ | X0 = i) = 1

für alle i ∈ N0.
Dies ist für k = 1 klar wegen (1.5) und

P (T1 <∞ | X0 = i) > P (τaj <∞ | X0 = i) = 1

für alle i, j ∈ N0. Für k > 1 folgt dies aus der starken Markov-Eigenschaft
und der Darstellung

Tk = Tk−1 + T1 ◦ θTk−1

mit dem Markov-Shift Xn ◦ θTk−1
= XTk−1+n.

Damit folgt die Behauptung aus

P (Xn ∈ A unendlich oft | X0 = i) = P (∩n∈N{Tn <∞} | X0 = i)

= lim
n→∞

P (Tn <∞ | X0 = i)

= 1

für alle i ∈ N0.

�



Kapitel 2

Große Abweichungen

2.1 Große Abweichungen für Folgen nichtnega-

tiver Zufallsvariablen

Unter dem (abstrakten) Prinzip der großen Abweichungen versteht man folgende
Aussage:

Definition 2.1.1
Sei {Fn}n∈N eine Folge von Wahrscheinlichkeitsmaßen auf einem polnischen Raum
E und {an}n∈N eine divergente Folge positiver Zahlen. Dann erfüllt {Fn}n∈N das
Prinzip der großen Abweichungen mit den Konstanten {an} und der Ratenfunk-
tion I : E → [0,∞[, falls gilt:

(i) I ist halbstetig von unten und hat kompakte Niveau-Mengen, d.h. für jedes
m > 0 ist {x : I(x) 6 m} kompakt.

(ii) Für jede abgeschlossene Menge A ⊆ E gilt

lim sup
n→∞

1

an
logFn(A) 6 − inf

x∈A
I(x).

(iii) Für jede offene Teilmenge O ⊆ E gilt

lim inf
n→∞

1

an
logFn(O) > − inf

x∈O
I(x).

Dabei bezeichnet hier und im folgenden log den natürlichen Logarithmus.

Bemerkung:
Im Weiteren ist Fn stets die Verteilung von Xn/an für eine Folge von Zufallsva-
riablen Xn. Hat Fn diese spezielle Form, so heißt das Prinzip der großen Abwei-
chungen für Fn in [12] Prinzip der großen Abweichungen der ersten Stufe.

22
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In den folgenden Abschnitten werden ausschließlich Zufallsvariablen mit nichtne-
gativen Werten betrachtet. Für solche Zufallsvariablen beweisen wir in Satz 2.1.5
eine Variante eines Satzes von Ellis (Satz II.6.1 in [12]), deren Voraussetzungen
genau dem Fall nichtnegativer Zufallsvariablen angepaßt sind. Dabei spielen ei-
nige Eigenschaften konvexer Funktionen eine entscheidende Rolle. Diese sind in
Anhang A.3 zusammengestellt.

Sei (Xn)n∈N eine beliebige Folge von Zufallsvariablen auf W-Räumen (Ωn,An,Pn)
mit Werten in [0, ∞[. Weiter sei {an}n∈N eine divergente Folge positiver Zahlen.
Definiere für n ∈ N und t ∈ R

cn(t) :=
1

an
logEn(exp(tXn)),

wobei En den Erwartungswert bzgl. Pn bezeichnet.

Es gelte

(a) cn(t) <∞ für alle t > 0 und n ∈ N.

(b) Es gibt ein t0 6 0, so daß gilt:
c(t) := limn→∞ cn(t) existiert für alle t > t0, ist endlich und c′+(t0) = 0.
Im folgenden sei immer das größte solche t0 gewählt.

Bemerkung:
Die Funktion c(t) ist konvex auf [to, ∞[ (siehe das folgende Lemma). Daher exi-
stiert c′+(t0) ∈ R̄.

Lemma 2.1.2
Unter den Voraussetzungen (a) und (b) gelten

(i) cn(t) ist endlich für alle t ∈ R.

(ii) cn(t) ist konvex auf R.
c(t) ist konvex und halbstetig von unten auf [t0,∞[.

Beweis:

(i) Für t > 0 ist exp(tXn) > 1 Pn-fast sicher und für t < 0 ist exp(tXn) 6 1 Pn-
fast sicher. Somit ist 0 6 cn(t) <∞ für t > 0 und cn(t) 6 0 für t 6 0. Mit
der Jensenschen Ungleichung folgt weiter 1

an
En(Xn) 6 cn(1) < ∞. Also

gilt nochmals mit der Jensenschen Ungleichung −∞ < t
an

En(Xn) < cn(t)
für t < 0.

(ii) Die Hölder-Ungleichung liefert die Konvexität von cn(t). c(t) ist punktweiser
Limes konvexer Funktionen und daher ebenfalls konvex.
Es bleibt zu zeigen, daß lim infn→∞ c(xn) > c(t0) für alle Folgen {xn}n∈N ⊆
[t0, ∞[ mit xn → t0. Da c(t) konvex ist, folgt aber aus c′+(t0) = 0, daß
c(t) > c(t0) für alle t > t0 (A.3.4) und damit die Behauptung.

�
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Lemma 2.1.3
Die Funktion

c̃(t) :=

{
c(t0) , t 6 t0

c(t) , t > t0

ist stetig und konvex auf R.

Beweis: c(t) ist konvex auf [t0,∞[ und limt↓t0 c(t) = c(t0) (Satz A.3.2). Also ist
c̃(t) stetig auf R. Außerdem ist c(t) monoton wachsend für t > t0 (Satz A.3.4).
Damit folgt die Konvexität von c̃(t). �

Für x ∈ R bezeichne
I(x) := sup

t∈R
{tx− c̃(t)}

die Legendre-Transformierte von c̃(t).

Lemma 2.1.4
(i) I(x) ist konvex, von unten halbstetig und besitzt kompakte Niveau-Mengen.

(ii) Es gilt infx∈R I(x) = 0 und es ist I(x) = 0 genau dann, wenn x ∈ [c̃′−(0), c′+(0)].

(iii)

I(x) =

{
+∞ x < 0

supt>t0{tx− c(t)} x > 0
.

Insbesondere ist domI ⊆ [0,∞[.

(iv) Für x > c′+(0) gilt

I(x) = sup
t>0
{tx− c(t)} = inf

y>x
I(y).

Falls 0 6 x < c′−(0) existiert, so gilt dafür

I(x) = sup
t06t60

{tx− c(t)} = inf
06y6x

I(y).

Beweis:
Zu (i): Mit Satz A.3.6(i) ist nur zu zeigen, daß alle Niveau-Mengen kompakt
sind. Betrachte dazu eine Niveau-Menge Kb = {z : I(z) 6 b} mit b > 0. Kb ist
abgeschlossen, weil I halbstetig von unten ist. Ist z ∈ Kb, so gilt für jedes t ∈ R

tz 6 c̃(t) + I(z) 6 c̃(t) + b

(SatzA.3.6(ii)). Mit der Stetigkeit von c̃(t) existiert ein A > 0 mit sup|t|61 c̃(t) 6
A 6∞.
Folglich ist

|z| = sup
|t|61

tz 6 sup
|t|61

c̃(t) + b 6 A+ b,
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d.h. Kb ist beschränkt.
Zu (ii): Wegen (i) nimmt I(x) sein Infimum in mindestens einem Punkt z0 an.
Nach der Definition des Subdifferentials (siehe A.3.3) ist dies äquivalent zu 0 ∈
∂I(z0). Dies wiederum ist äquivalent zu z0 ∈ ∂c̃(0) = [c̃′−(0), c′+(0)] (Satz A.3.4
und Satz A.3.6(iv)). Für alle x ∈ ∂c̃(0) ist aber I(x) = 0, da c̃(0) = c(0) = 0
(Satz A.3.6).
Zu (iii): Für x < 0 ist

I(x) > sup
t6t0
{tx− c̃(t)} = sup

t6t0
{tx} − c̃(t0) = +∞,

denn c̃(t) ist konstant für t 6 t0 6 0. Für x > 0 und t 6 t0 gilt

tx− c̃(t) = tx− c̃(t0) 6 t0x− c̃(t0)

und damit
I(x) = sup

t>t0
{tx− c(t)}

Zu (iv): Dies gilt trivialerweise, falls t0 = 0. Sei also t0 < 0. Da c̃(t) konvex ist,
gilt c̃

′
−(0) > c̃(t)/t für t < 0. Somit erhält man, falls t0 6 t < 0 und x > c′+(0)

tx− c̃(t) = t (x− c(t)/t) 6 t
(
x− c′−(0)

)
< 0 = 0x− c(0).

Das Supremum in der Definition von I(x) wird also nicht für t < 0 angenommen.
Sei jetzt 0 6 x < c′−(0) und t > 0. Dann ist c′+(0) 6 c(t)/t und wie oben zeigt
man, daß tx− c(t) < 0. Das Supremum wird also nicht für t > 0 angenommen.
Wegen (i) und (ii) ist I(x) monoton wachsend für x > c′+(0) und monoton fallend
für x < c′−(0). Damit folgen die restlichen Behauptungen. �

Satz 2.1.5 (Ellis)
Bezeichne Qn die Verteilung von Xn/an. Dann gilt unter den Voraussetzungen
(a) und (b):

(i) Für jede abgeschlossene Menge A ⊆ R ist

lim sup
n→∞

1

an
logQn(A) 6 − inf

x∈A
I(x).

(ii) Ist zusätzlich c(t) für t > t0 differenzierbar, so gilt für jede offene Menge
O ⊆ R

lim inf
n→∞

1

an
logQn(O) > − inf

x∈O
I(x).

Insbesondere erfüllt dann die Folge {Qn}n∈N das Prinzip der großen Abwei-
chungen mit der konvexen Ratenfunktion I(x).

Dabei wird log 0 := −∞ gesetzt.
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Beweis:

(i) Betrachte zunächst Ax := [x,∞[ mit x > c′+(0). Dann ist für jedes t > 0
und y ∈ R

1A(y) 6 eant(y−x)

und daher

Qn(Ax) 6 e−antx
∫ ∞
0

eanty dQn(y) = e−antxEn(exp tXn)

= exp(−an(tx− cn(t))).

Da t > 0 beliebig war, folgt mit Lemma 2.1.4(iv)

lim sup
n→∞

1

an
logQn(Ax) 6 inf

t>0
{−(tx− c(t))} = − sup

t>0
{tx− c(t)} = − inf

y>x
I(y),

also die Behauptung.
Ist c′−(0) > 0, so zeigt ein analoger Beweis die Behauptung für Ax :=
[0, x] mit x < c′−(0).
Sei jetzt A ⊆ R abgeschlossen, aber sonst beliebig. Es genügt offensichtlich,
die Behauptung für A ⊆ [0,∞[ zu zeigen.
Ist A ∩ [c′−(0), c′+(0)] 6= ∅, so ist infx∈A I(x) = 0 (Lemma 2.1.4(ii)), und die
Abschätzung ist richtig.
Ist A ∩ [c′−(0), c′+(0)] = ∅, so existieren x1 < c′−(0) und x2 > c′+(0) mit
A ⊆ [0, x1] ∪ [x2,∞[. Aufgrund der Monotonieeigenschaften von I(x) gilt
dann

lim sup
n→∞

1

an
logQn(A) 6 −min{I(x1), I(x2)} = − inf

x∈A
I(x)

(ii) Ist O ∩ domI = ∅, so ist nichts zu zeigen.
Ist O ∩ domI 6= ∅, so ist auch O ∩ (domI)◦ 6= ∅ (da domI ein Intervall ist),
und mit Satz A.3.2 folgt

inf
x∈O

I(x) = inf
x∈O∩(domI)◦

I(x)

Es reicht also zu zeigen, daß für jedes x ∈ O ∩ (domI)◦

lim inf
n→∞

1

an
logQn(O) > −I(x)

ist.
Sei also x ∈ O ∩ (domI)◦. Dann ist x > 0 und es existiert ein t1 ∈ R mit
x = c̃′(t1) (Satz A.3.6(v)). Da x > 0 ist, ist t1 > t0 und somit x = c′(t1).
Definiere jetzt Maße Qt1

n � Qn mit den Dichten(∫ ∞
0

eant1x dQn(x)

)−1
eant1x
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Dann erfüllt die Folge {Qt1
n }n∈N die Voraussetzungen von [29],Theorem 1

und konvergiert folglich schwach gegen δx.
Zu x gibt es ein ε > 0 mit Bε(x) :=]x− ε, x+ ε[⊆ O und es gilt

Qn(O) > Qn(Bε(x)) = exp(ancn(t1))

∫
Bε(x)

e−ant1y dQt1
n (x).

Also folgt

lim infn→∞
1
an

logQn(O) > c(t1)− t1x− t1ε+ lim infn→∞
1
an

logQt1
n (Bε(x))

= −I(x)− t1ε+ lim infn→∞
1
an

logQt1
n (Bε(x)),

denn I(x) = t1x− c(t1) (Satz A.3.6(iii)). Damit ist der Beweis beendet, da
Qt1
n (Bε(x))→ 1 und ε > 0 beliebig war.

�

Bemerkungen:

(i) Im Unterschied zum Satz von Ellis genügt es bei nichtnegativen Zufalls-
variablen also, die Existenz und Differenzierbarkeit von c(t) für t > t0 zu
fordern.

(ii) Ist c(t) differenzierbar für t > t0, so gilt das Prinzip der großen Abweichun-
gen, und mit [10], Theorem 2.2.21, folgt die Existenz von c(t) für alle t ∈ R.
In diesem Fall ist dann c(t) = c̃(t) für alle t ∈ R, denn c(t) ist auf ]−∞, t0]
konvex, wegen Satz A.3.4 monoton fallend und beschränkt. Also muß c(t)
dort konstant sein.

2.2 Große Abweichungen für Pn–homogene

Markov-Ketten

Satz 2.1.5 wird nun verwendet, um in Satz 2.2.4 unter bestimmten Voraussetzun-
gen an das Polynomsystem {Pn(x)}n∈N0 das Prinzip der großen Abweichungen für
Pn–homogene Markov-Ketten herzuleiten. Dazu ist es entscheidend, die Exponen-
tialfunktion geeignet durch die

”
multiplikativen Funktionen“Pn(x) zu ersetzen.

Bedingungen, unter denen dies möglich ist, formulieren die folgenden Lemmata.

Lemma 2.2.1
Gegeben seien Folgen an > 0, bn > 0 und cn > 0 mit an + bn + cn = 1 (n ∈ N),
für die α := limn→∞ an ∈]0, 1[, β := limn→∞ bn, und γ := limn→∞ cn ∈]0, 1[ exi-
stieren mit α > γ. {Pn(x)}n∈N0 bezeichne das gemäß A.1 definierte orthogonale
Polynomsystem. Ist α > γ, so sei zusätzlich Pn(1) > 0 für alle n ∈ N vorausge-
setzt.
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Dann gibt es zu jedem t > −θ0 eine monoton fallende Folge αt(n) und eine
monoton wachsende Folge βt(n) positiver Zahlen mit

αt(n)ent 6 Pn(cosh(t+ θ0)) 6 βt(n)ent

und

lim
n→∞

1

n
logαt(n) = 0 = lim

n→∞

1

n
log βt(n).

Beweis: Mit Lemma A.1.1 ist {Pn(x)}n∈N0 in der Nevai-Klasse M(0, 1) enthalten
und Pn(cosh(t+ θ0)) > 0 für t > 0. Im Folgenden bezeichnen pn(x) =

√
πnPn(x)

die orthonormalen Polynome.
Für alle z ∈ C\]−∞, x0] ist

lim
n→∞

p′n(z)

npn(z)
=

1√
z2 − 1

([30], Lemma 4.1.15). Also ist für t > 0

lim
n→∞

P ′n(cosh(t+ θ0)) sinh(t+ θ0)

nPn(cosh(t+ θ0))
= 1.

Mit dem Satz von der majorisierten Konvergenz folgt

(2.1) lim
n→∞

1

n
logPn(cosh(t+ θ0)) = lim

n→∞

∫ t

0

P ′n(cosh(s+ θ0)) sinh(s+ θ0)

nPn(cosh(s+ θ0))
ds = t

für t > 0.
Setze jetzt für t > 0

γt(n) := Pn(cosh(t+ θ0))e
−nt.

Dann ist γt(n) > 0 und wegen (2.1) ist

(2.2) lim
n→∞

1

n
log γt(n) = 0.

Damit gilt auch für αt(n) := min16k6n γt(k)

(2.3) lim
n→∞

1

n
logαt(n) = 0

für t > 0, denn αt(n) ist nichtnegativ und fällt monoton. Also existiert
αt := limn→∞ αt(n) > 0 und (2.3) ist klar, falls αt > 0.
Ist αt = 0, so existiert eine streng monoton fallende Teilfolge γt(nk) mit nk →∞
und für nk 6 n < nk+1 ist

1

nk+1

log γt(nk+1) 6
1

n
logαt(n) 6

1

nk
log γt(nk).
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Also folgt (2.3) aus (2.2).
Setze weiter βt(n) := max16k6n γt(k). Dann gilt auch

(2.4) lim
n→∞

1

n
log βt(n) = 0

für jedes t > 0, denn mit [30], Theorem 4.1.13 ist

lim
n→∞

γt(n+ 1)

γt(n)
= e−t lim

n→∞

Pn+1(cosh(t+ θ0))

Pn(cosh(t+ θ0))
= e−t lim

n→∞

√
cn+1

an

pn+1(cosh(t+ θ0))

pn(cosh(t+ θ0))

= e−t
√
γ

α
et+θ0 = 1.

Ist also ε > 0, so gibt es ein δ > 0 mit log(1 + δ) 6 ε. Zu diesem δ wiederum
existiert ein n0 mit

−ε < 1

n
log γt(n) und γt(n+ 1) 6 (1 + δ)γt(n) 6 (1 + δ)n−n0βt(n0)

für alle n > n0. Damit ist für n > n0

−ε < 1

n
log γt(n) 6

1

n
log βt(n) 6

n− n0

n
log(1+δ)+

1

n
log βt(n0) 6 ε+

1

n
log βt(n0).

Damit ist die Behauptung des Lemmas für t > 0 gezeigt. Da sie für t = 0
offensichtlich richtig ist, bleibt noch der Fall −θ0 6 t < 0 zu betrachten, falls
α > γ.
Definiere dazu nun orthogonale Polynome Qn(x) durch

(2.5) Qn(x) =
Pn(x)

Pn(1)
.

Die 3-Term-Rekursionskoeffizienten von Qn(x) sind gegeben durch

ãn = an
Pn+1(1)

Pn(1)P1(1)
, b̃n = bn

1

P1(1)
und c̃n = cn

Pn−1(1)

Pn(1)P1(1)
.

Wie im Beweis von [42], 2.12 zeigt man, daß ãn → α̃, b̃n → β̃ und c̃n → γ̃ mit
α̃ = γ̃.
Aus (2.5) folgt

Pn(cosh(t+ θ0)) =
Qn(cosh(t+ θ0))

Qn(cosh θ0)

und mit dem bereits bewiesenen ist dann

α̃t+θ0(n)

β̃θ0(n)
ent 6 Pn(cosh(t+ θ0)) 6

β̃t+θ0(n)

α̃θ0(n)
ent.

�

Die Aussage von Lemma 2.2.1 kann verschärft werden, falls das orthogonale Po-
lynomsystem zusätzlich die Eigenschaft (T) besitzt. Beachte, daß dies unter den
Voraussetzungen von Lemma 2.2.1 insbesondere für jede polynomiale Hyper-
gruppe gilt ([28], Corollary 2).
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Lemma 2.2.2
Unter den Voraussetzungen von Lemma 2.2.1 besitze das Polynomsystem
{Pn(x)}n∈N0 die Eigenschaft (T). Dann gilt:

(i) Für t > 0 ist
γne

nt 6 Pn(cosh(t+ θ0)) 6 ent.

Dabei ist 0 < γn 6 1/2 monoton fallend und limn→∞
1
n

log γn = 0.
Gilt zusätzlich πn 6 M < ∞ für alle n ∈ N, so existiert eine Konstante
0 < ρ 6 1/2 mit

ρent 6 Pn(cosh t) 6 ent.

(ii) Ist α > γ, so ist für −θ0 6 t < 0

ent 6 Pn(cosh(t+ θ0)) 6 δne
nt.

Dabei ist δn > 2 monoton wachsend mit limn∈N
1
n

log δn = 0.

Beweis: Besitzt {Pn(x)}n∈N0 die Eigenschaft (T), so ist

n∑
k=0

h(n, k) cosh kθ0 = 1,

da Pn(cosh θ0) = 1 ist für alle n.

(i) Für t > 0 und k ∈ N0 ist

1/2ek(t+θ0) 6 cosh k(t+ θ0) 6 cosh kθ0e
kt.

Damit folgt

Pn(cosh(t+ θ0)) =
n∑
k=0

h(n, k) cosh k(t+ θ0) 6
n∑
k=0

h(n, k) cosh kθ0e
kt 6 ent

und

Pn(cosh(t+ θ0)) > 1/2
n∑
k=0

h(n, k)ek(t+θ0) > 1/2h(n, n)
(√

α/γ
)n
ent.

Bezeichnet σn den Leitkoeffizient von Pn(x), so ist

h(n, n) =
σn

2n−1
=

2(
√
αγ)n∏n−1

k=1 ak

und

1/2h(n, n)
(√

α/γ
)n

=
αn∏n−1
k=1 ak

.
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Ist diese Folge nicht monoton fallend, so setze

γn =
αn∏n−1
k=1 ρk

mit ρk := supn>k an.
Dann hat γn die gewünschten Eigenschaften, da ρk → α.
Ist nun πn 6 M < ∞ für alle n ∈ N, so ist α = γ und θ0 = 0. Denn sonst
gäbe es zu ε > 0 ein n0 ∈ N mit

an
cn
>
α

γ
− ε > 1

und damit wäre
πn > πn0(α/γ − ε)n−n0

für n > n0 im Widerspruch zur Beschränktheit der Folge {πn}n∈N.
Bezeichnen pn(x) die zugehörigen orthonormalen Polynome, so gilt für t > 0

pn(cosh t)

ent
=
√
πn
Pn(cosh t)

ent
≤
√
M.

Also genügt das Orthogonalisierungsmaß von Pn(x) der Szegö-Bedingung
auf [−1, 1] (vgl. [29], S. 247). Es bezeichne λn den Leitkoeffizient von pn(x).
Dann gilt

h(n, n) =
σn

2n−1
=

λn
2n−1
√
πn
>

λn

2n−1
√
M
.

Da λn/2
n gegen eine positiven Wert konvergiert ([29], Theorem 3.5), ist

h(n, n) durch eine positive Konstante nach unten beschränkt.

(ii) Für −θ0 6 t < 0 und k ∈ N0 gilt cosh k(t + θ0) > cosh kθ0e
kt und damit

Pn(cosh(t + θ0)) > ent. Definiere nun wieder orthogonale Polynome Qn(x)
durch

Qn(x) =
Pn(x)

Pn(1)
.

Dabei stellt die Eigenschaft (T) sicher, daß Pn(1) =
∑n

k=0 h(n, k) > 0. Wie
in Lemma 2.2.1 ist mit Teil (i)

Pn(cosh(t+ θ0)) =
Qn(cosh(t+ θ0))

Qn(cosh θ0)
6 γ̃−1n e−nθ0en(t+θ0) 6 γ̃−1n ent.

Mit δn := γ̃−1n folgt die Behauptung.

�
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Bemerkung:
Im Allgemeinen ist es nicht möglich, in Teil (i) γn durch eine strikt positive
Konstante zu ersetzen. Ein Gegenbeispiel sind die Tschebyscheff-Polynome der
zweiten Art. Diese haben die explizite Darstellung

Pn(cos t) = P (1/2,1/2)
n (cos t) =

sin(n+ 1)t

(n+ 1) sin t
,

also ist

Pn(cosh t) =
sinh(n+ 1)t

(n+ 1) sinh t
= ent

1− e−2(n+1)t

(n+ 1)(1− e−2t)
.

Lemma 2.2.3
Falls

(i) ein k > 1 und A0, . . . , Ak−1, B0, . . . , Bk−1, C0, . . . , Ck−1 existieren mit
ank+i → Ai, bnk+i → Bi und cnk+i → Ci mit n→∞ und

(ii) das zugehörige Polynomsystem mit a0 := 2(A0 . . . Ak−1)
1/k und b0 = 1− a0

(vgl. A.1) die Eigenschaft (T) besitzt,

so gilt für t > 0
γne

nt 6 Pn(cosh t) 6 ent.

Dabei ist 0 < γn 6 1/2 monoton fallend und limn→∞
1
n

log γn = 0.

Beweis:
Analog zum Beweis von Lemma 2.2.2 reicht es zu zeigen, daß
1/n

∑n−1
k=1 log ak → 1/k

∑k−1
i=0 logAi.

Setze dazu

m(l)
n :=

1

nk + l

nk+l−1∑
i=1

log ai l = 0, . . . , k − 1.

Zu ε > 0 existiert ein N0 mit | log ank+l − logAl| < ε für alle n > N0 und
l = 0, . . . , k − 1.
Damit gilt für n > N0∣∣m(l)

n − 1/k
k−1∑
i=0

logAi
∣∣ = 1

nk+l

∣∣∑N0k−1
i=1 log ai +

∑n−1
j=N0

∑k−1
i=0 (log ajk+i − logAi)

+
∑l

i=0(log ank+i − logAi) + (1− l/k −N0)
∑l

i=0 logAi

−(l/k −N0)
∑k−1

i=l+1 logAi
∣∣

6 1
nk+l

C + (1− N0k
nk+l

)ε

.

Also existiert zu jedem ε > 0 ein N1 so, daß für alle n > N1 und l = 0, . . . , k − 1

|m(l)
n − 1/k

k−1∑
i=0

logAi| < ε.

�
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Satz 2.2.4
Es sei {Pn(x)}n∈N0 ein Polynomsystem, das den Voraussetzungen von Lemma 2.2.1
oder 2.2.3 genügt. (Xn)n∈N sei eine Pn-homogene Markov-Kette, deren Verteilung
µ ∈M1(N0) einen endlichen Träger besitzt und X0 = 0.
Dann erfüllen die Verteilungen {Fn}n∈N von Xn/n das Prinzip der großen Abwei-
chungen mit den Konstanten {n}n∈N und der konvexen Ratenfunktion

I(x) =

{
+∞ x 6∈ [0, k]

supt>−θ0{tx− log µ̂(cosh(t+ θ0))} x ∈ [0, k]

Dabei ist k der rechte Randpunkt von Trµ.
I(x) besitzt genau ein Minimum in x = E∗(X1).

Beweis: Wir haben nur die Voraussetzungen von Satz 2.1.5 mit t0 = −θ0 nach-
zuprüfen. Da der Fall k = 0 trivial ist, sei also k > 0.
Die Verteilung von Xn ist µ(n) und Bedingung (a) ist erfüllt, da mit µ auch µ(n)

einen endlichen Träger besitzt.
Die zweite Bedingung zeigt man in der Situation von Lemma 2.2.1 so:
Für n ∈ N und 0 6 j 6 nk ist

(2.6) αt(nk)ejt 6 Pj(cosh(t+ θ0)) 6 βt(nk)ejt

Damit folgt

cn(t) + 1/n log βt(nk) = 1/n log
nk∑
j=0

βt(nk)ejtµ(n)({j})

> 1/n log
nk∑
j=0

Pj(cosh(t+ θ0))µ
(n)({j})

= log
k∑
j=0

Pj(cosh(t+ θ0))µ({j}) = log µ̂(cosh(t+ θ0))

> cn(t) + 1/n logαt(nk)

(2.7)

(vgl. die Bemerkung nach Lemma 1.2.1), d.h.

−1/n log βt(nk) 6 cn(t)− log µ̂(cosh(t+ θ0)) 6 −1/n logαt(nk).

Dies bedeutet
lim
n→∞

cn(t) = log µ̂(cosh(t+ θ0))

für t > −θ0.
Also bleibt zu zeigen, daß c′+(−θ0) = 0. Dies folgt aber aus

∂

∂t
Pn(cosh(t+ θ0))|t=−θ0 = P ′n(cosh(t+ θ0)) sinh(t+ θ0)|t=−θ0 = 0.
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Mit der Definition von E∗(X1), Lemma 2.1.4 und Satz 2.1.5 folgt die Behauptung.
Die folgende Überlegung zeigt, daß domI ⊆ [0, k]:
Es ist

c′(t) =


∑k
j=1 µjP

′
j(cosh(t+θ0)) sinh(t+θ0)∑k

j=0 µjPj(cosh(t+θ0))
t > −θ0

0 t ≤ −θ0.

Der Zähler ist (bis auf den Faktor sinh(t + θ0)) ein Polynom vom Grad k − 1
in cosh(t + θ0) und der Nenner eines vom Grad k. Daher ist limt→∞ c

′(t) = k.
Da c(t) konvex ist, wächst c′(t) monoton und es folgt {c′(t) : t ∈ R} ⊆ [0, k].
Satz A.3.6(v) liefert das Gewünschte.
Erfüllt das zugrunde liegende Polynomsystem die Bedingung aus Lemma 2.2.3,
so ist Gleichung (2.6) zu ersetzen durch

γnke
jt 6 Pj(cosh t) 6 ejt

für t > 0, n ∈ N und 0 6 j 6 nk. Wie oben folgt

0 6 cn(t)− log µ̂(cosh t) 6 −1/n log γnk

und
lim
n→∞

cn(t) = log µ̂(cosh t)

für t > 0. Damit ist alles gezeigt,da auch in diesem Fall

∂

∂t
Pn(cosh(t+ θ0))|t=−θ0 = 0

ist. �

Bemerkungen:

(i) Für Tschebyscheff-Polynome zweiter Art wurde dieses Resultat mit einer
anderen Beweismethode in [7] hergeleitet.

(ii) Betrachtet man f(t) := µ̂(cos(t + iθ0)) als das Analogon der gewöhnli-
chen charakteristischen Funktion der Verteilung µ, so ist c(t) = f(it) und
I(x) = supt∈R{tx − f(it)}. Dies zeigt, daß das obige Resultat den Satz
von Cramér für Summen unabhängiger identisch verteilter Zufallsvariablen
([10], Theorem 1.2.6) verallgemeinert.

(iii) domI ⊆ [0, k] spiegelt die Tatsache wieder, daß in der Situation des Satzes
P (Xn/n ∈ [0, k]) = 1 gilt.

(iv) Man kann diesen Satz interpretieren als Aussage über die Konvergenz-
geschwindigkeit im schwachen Gesetz der großen Zahlen ([12], Theorem
II.6.3):
Xn/n konvergiert in Wahrscheinlichkeit exponentiell schnell.
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(v) Die Aussage des Satzes bleibt richtig, wenn man die Voraussetzung X0 = 0
ersetzt durch: Die Anfangsverteilung ν von X0 hat einen endlichen Träger.
Denn ist etwa Tr ν ⊆ [0, l], so hat man nur in (2.6) und (2.7) nk durch
nk + l zu ersetzen.

Für die einfache Irrfahrt kann man die Ratenfunktion explizit angeben.

Korollar 2.2.5
Gegeben seien Folgen reeller Zahlen an, bn, cn wie in A.1. Xn sei die einfache

Irrfahrt, d.h. die Markov-Kette Xn mit den Übergangswahrscheinlichkeiten

P (Xn+1 = j| Xn = i) =



an j = i+ 1

bn j = i

cn j = i− 1

1 i = 0, j = 1

0 |j − i| > 1,

und Fn sei die Verteilung von Xn/n.

(i) Genügen die Folgen an, bn, cn den Voraussetzungen von Lemma 2.2.1, so
gilt für {Fn}n∈N das Prinzip der großen Abweichungen mit den Konstanten
{n}n∈N und der Ratenfunktion

I(x) =



+∞ x 6∈ [0, 1]

log 1
2
√
αγ+β

x = 0

x log

(
βx+

√
4αγ + (β2 − 4αγ)x2

)2
2α
(

4αγ(1− x) + β(βx+
√

4αγ + (β2 − 4αγ)x2)
)

+(1− x) log
(1− x)(βx+

√
4αγ + (β2 − 4αγ)x2)

4αγ(1− x) + β(βx+
√

4αγ + (β2 − 4αγ)x2)

0 < x < 1

log 1
α

x = 1.

(ii) Genügen die Folgen an, bn, cn jedoch den Voraussetzungen von Lemma 2.2.3,
so gilt das Prinzip der großen Abweichungen mit den Konstanten {n}n∈N
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und der Ratenfunktion

I(x) =



+∞ x 6∈ [0, 1]

0 x = 0

x log

(
b0x+

√
a20 + (b20 − a20)x2

)2
a0

(
a20(1− x) + b0(b0x+

√
a20 + (b20a

2
0)x

2)
)

+(1− x) log
(1− x)(b0x+

√
a20 + (b20 − a20)x2)

a20(1− x) + b0(b0x+
√
a20 + (b20 − a20)x2)

0 < x < 1

log 2
a0

x = 1.

(a0, b0 wie in Lemma 2.2.3).

Beweis: Wir haben nur die Gestalt der Ratenfunktion für 0 6 x 6 1 nachzurech-
nen.

(i) Es ist

c′(t) =

{
sinh(t+θ0)

cosh(t+θ0)+c/2
t > −θ0

0 t ≤ −θ0

mit c := β√
αγ

.

Für 0 < x < 1 hat die Gleichung c′(t) = x die eindeutige Lösung

t(x) = log

√
γ(cx+

√
4(1− x2) + c2x2)

2
√
α(1− x)

.

Satz A.3.6 liefert I(x) = xt(x)− log(2
√
αγ cosh(t(x) + θ0) + β) und Einset-

zen ergibt die Gestalt von I(x) für 0 < x < 1.
Die Werte von I(0) und I(1) erhält man aus den Formeln I(0) = limx↓0 I(x)
und I(1) = limx↑1 I(x) (Satz A.3.2).

(ii) In diesem Fall ist

c′(t) =

{
sinh(t)

cosh(t)+c
t > −θ0

0 t ≤ −θ0

mit c = b0
a0

. Daraus erhält man nach ähnlicher Rechnung die Gestalt von
I(x).

�

Ist (N0, ∗) eine polynomiale Hypergruppen mit beschränktem Haarmaß und kon-
vergenten Rekursionskoeffizienten, so läßt sich die Aussage von Satz 2.2.4 auf
random walks erweitern, deren Verteilungen unbeschränkten Träger besitzen.
Für beliebige polynomiale Hypergruppen vergleiche auch Satz 2.3.8.
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Die Momentenerzeugungsfunktion eines W-Maßes µ auf R ist definiert als

fµ(t) =

∫
R
etxdµ(x).

Lemma 2.2.6
Sei (N0, ∗) eine polynomiale Hypergruppe, die den Voraussetzungen von Lem-
ma 2.2.2 bzw. 2.2.3 genügt. Ist µ ein Wahrscheinlichkeitsmaß auf N0 mit
fµ(t0) <∞ für ein t0 > θ0, so ist die Funktion

Mµ(t) =

{
[−θ0, t0 − θ0] → ]0,∞[

t 7→ µ̂(cosh(t+ θ0)) =
∑∞

k=0 µ({k})Pk(cosh(t+ θ0))

unendlich oft differenzierbar und

E(mn(X)) =

(
∂

∂t

)n
µ̂(cosh(t+ θ0))|t=0 =

(
∂

∂t

)n
Mµ(t)|t=0

für alle n ∈ N.

Beweis: Es ist fµ(t) <∞ für alle t 6 t0.
Mit Lemma 2.2.2 bzw. 2.2.3 ist für t ∈ [0, t0]

Mµ(t) 6
∞∑
k=0

µ({k})ekt <∞

und daher endlich.
Für t ∈ [−θ0, 0[ ist cosh(t+θ0) ∈ [1, x0] ⊆ DS. Also ist Mµ(t) auch für t ∈ [−θ0, 0[
endlich.
Mit der Eigenschaft (T) und den Bezeichnungen aus A.2 ist für t > −θ0

ϕn,t+θ0(k) =
k∑
l=0

h(k, l) ln 1/2
(
el(t+θ0) + (−1)ne−l(t+θ0)

)
.

Also ist mit dem Mittelwertsatz

1/t(ϕn,t+θ0(k)−mn(k)) =

=
k∑
l=0

h(k, l) ln 1/2
(
1/t
(
el(t+θ0) − elθ0

)
+ (−1)n1/t

(
e−l(t+θ0) − e−lθ0

))
6

k∑
l=0

h(k, l)ln 1/t
(
el(t+θ0) − elθ0

)
6

k∑
l=0

h(k, l) ln elξ 6 kn ekξ

mit einem ξ ∈ (θ0, t + θ0). Da die Momentenerzeugungsfunktion fµ(t) auf (0, t0)
endlich ist, ist sie dort analytisch mit(

∂

∂t

)n
fµ(t) =

∫ ∞
0

xn etx dµ(x)
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für t ∈ (0, t0)([12], Lemma VII.5.3). Dies bedeutet, daß die Funktion f(k) :=
kn ekt für jedes t ∈ (0, t0) und n ≥ 1 µ-integrierbar ist und die Behauptung folgt
mit dem Satz von der majorisierten Konvergenz. �

Bemerkung:
Das Lemma zeigt, daß für polynomiale Hypergruppen Mµ(t) das natürliche Ana-
logon der Momentenerzeugungsfunktion ist.
Damit ist das folgende Korollar ein exaktes Gegenstück zum Satz von Cramér.

Korollar 2.2.7
Es sei (N0, ∗) eine polynomiale Hypergruppe mit beschränktem Haarmaß und
konvergenten Rekursionskoeffizienten. Es sei Xn ein random walk, dessen Vertei-
lung µ Mµ(t) <∞ für alle t > 0 erfüllt, und X0 = 0. Bezeichnet Fn die Verteilung
von Xn/n, so erfüllt die Folge {Fn}n∈N das Prinzip der großen Abweichungen mit
den Konstanten {n}n∈N und der konvexen Ratenfunktion

I(x) =

{
+∞ falls x < 0

supt>0{tx− logMµ(t)} falls x > 0.

Das eindeutige Minimum von I(x) ist x = 0.

Beweis: Mit Lemma 2.2.2 existiert ein 0 < ρ 6 1/2 mit

ρent 6 Pn(cosh t) 6 ent

für alle n ∈ N und t > 0. Wie im Beweis von Satz 2.2.4 folgt daraus

c(t) =

{
0 für t < 0

logMµ(t) für t > 0

und fµ(t) 6 1/ρµ̂(cosh t). Mit Lemma 2.2.6 folgt die Behauptung aus Satz 2.1.5.
�

2.3 Große Abweichungen auf Sturm-Liouville-

Hypergruppen

Gegeben sei eine Funktion A auf R+ mit den folgenden Eigenschaften:

(A0) A ∈ C(R+), A(x) > 0 für x > 0, und die Einschränkung von A auf ]0, ∞[
ist stetig differenzierbar.

(A1) Es gilt entweder
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(A1a) A(0) = 0 und in einer Umgebung von 0 ist

A′(x)

A(x)
=
α0

x
+ α1(x)

mit α0 > 0 und einer ungeraden Funktion α1 ∈ C∞(R) oder

(A1b) A(0) > 0 und A ∈ C1(R+).

(A2) Es existiert eine Funktion β ∈ C1(R+) mit β(0) > 0 so, daß A′(x)
A(x)
−β(x) > 0

ist und die Funktionen A′(x)
A(x)
− β(x) und q := 1

2
β′ − 1

4
β2 + A′(x)

A(x)
β monoton

fallend auf ]0, ∞[ sind.

Definition 2.3.1
Eine Hypergruppe (R+, ∗) heißt Sturm-Liouville Hypergruppe (zur Funktion A),
falls eine Funktion A auf R+ existiert, die (A0) erfüllt, so, daß für jede reellwertige
Funktion f auf R+, die Einschränkung einer geraden C∞-Funktion auf R ist, gilt:
Die Funktion uf (x, y) := f(x ∗ y) ist zweimal differenzierbar und Lösung der
partiellen Differentialgleichung

uxx +
A′(x)

A(x)
ux = uyy +

A′(y)

A(y)
uy

zur Anfangsbedingung

uy(x, 0) = 0 für x ∈]0, ∞[.

Alle bekannten Beispiele von Hypergruppen auf R+ sind Sturm-Liouville-Hypergruppen.
In [48],Theorem 3.11 wird gezeigt, daß zu jeder Funktion A, für die (A0)–(A2)
gilt, eine Sturm-Liouville-Hypergruppe existiert. Die multiplikativen Funktionen
einer solchen Sturm-Liouville Hypergruppe sind genau die Lösungen ϕλ der Dif-
ferentialgleichung

f ′′ +
A′(x)

A(x)
f ′ + (λ2 + ρ2)f = 0

f(0) = 1 und f ′(0) = 0 (λ ∈ C).

Dabei ist

ρ := lim
x→∞

A′(x)

2A(x)
.

Beispiel:
Wähle α > −1/2 und Aα(x) = x2α+1. Die Sturm-Liouville-Hypergruppe zur
Funktion Aα(x) heißt Bessel-Hypergruppe zum Parameter α. Für sie ist ρ = 0 und
die multiplikativen Funktionen sind gegeben durch ϕλ(x) = Λα(λx), wobei Λα(x)
die durch Λα(0) = 1 normierte Besselfunktion der ersten Art zum Parameter α
ist.



40 2. Große Abweichungen

Definition 2.3.2
Es sei (R+, ∗) eine Sturm-Liouville-Hypergruppe. Für µ ∈ M1(R+) heißt jede

Markov-Kette (Xn)n∈N mit Zustandraum R+ und Übergangsfunktion

P (x;A) := δx ∗ µ(A) (x ∈ R+;A ∈ B(R+))

random walk mit der Verteilung µ.

Um ein Prinzip der großen Abweichungen für solche Markov-Ketten beweisen zu
können, benötigen wir wie im vorigen Abschnitt das asymptotische Verhalten der
multiplikativen Funktionen.

Lemma 2.3.3
Es sei (R+, ∗) eine Sturm-Liouville Hypergruppe wie oben. Dann gilt für die
multiplikativen Funktionen:

(i) Für jedes λ > 0 existiert eine stetige, monoton fallende Funktion γ(λ+ρ)(x)
mit 0 < γ(λ+ρ)(x) 6 1 für alle x > 0 und limn→∞

1
n

log γ(λ+ρ)(nx0) = 0 für
jedes x0 > 0, so daß gilt

γ(λ+ρ)(x)eλx 6 ϕi(λ+ρ)(x) 6 eλx.

Ist darüber hinaus A ∈ C2(]0, ∞[) beschränkt und A′(x)
2A(x)

von beschränk-

ter Variation auf [b,∞[ für ein b > 0, so kann γλ(x) durch eine positive
Konstante γλ ersetzt werden.

(ii) Ist ρ > 0, so gilt für −ρ 6 λ < 0

eλx 6 ϕi(λ+ρ)(x) 6 δρ(x)eλx

mit einer stetigen, monoton wachsenden Funktion δρ(x) > 1, die ebenfalls
limn→∞

1
n

log δρ(nx0) = 0 für alle x0 > 0 erfüllt.

Beweis: Die multiplikativen Funktionen einer Sturm-Liouville Hypergruppe be-
sitzen die Laplace-Darstellung

(2.8) ϕλ(x) =

∫ x

−x
e−t(ρ+iλ)dvx(t) (λ ∈ C, x ∈ R+)

mit vx ∈M1[−x, x] (vgl. [46], Theorem 1.2).
Somit ist

ϕi(λ+ρ)(x) 6 eλx für λ > 0

und

ϕi(λ+ρ)(x) > eλx für − ρ 6 λ < 0.
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Sei zunächst ρ = 0.
Setze γλ(x) := ϕiλ(x)e−λx für λ > 0. Mit obigem und [48], Proposition 4.2 ist
0 < γλ(x) 6 1.
γλ(x) ist Lösung der Differentialgleichung

γ′λ(x) = γλ(x)

(
ϕ′iλ(x)

ϕiλ(x)
− λ
)
.

Dabei erfüllt ψλ(x) :=
ϕ′iλ(x)

ϕiλ(x)
die Differentialgleichung

ψ′λ + ψ2
λ +

A′(x)

A(x)
ψ = λ2

und die Anfangsbedingung ψλ(0) = 0.
Wir zeigen nun, daß ψλ(x) 6 λ auf R+ ist und daher γλ(x) monoton fallend auf
R+ ist.
Sei ε > 0.
Es gilt limx→∞ ψλ(x) = λ ([46], Lemma 1.1). Also ist die Menge
Aε := {x ∈ R+ | ψλ(x) = λ + ε} kompakt, da sie abgeschlossen und beschränkt
ist. Angenommen, es wäre Aε 6= ∅. Dann ist xε := minx>0{ψλ(x) = λ + ε} strikt
positiv und

ψ′λ(xε) = λ2 − (λ+ ε)2 − A′(xε)

A(xε)
(λ+ ε) < 0,

denn es ist A′(x)
A(x)
> 0 für alle x > 0 ([48], Corollary 2.12).

Damit ist ψλ streng monoton fallend in einer Umgebung von xε, im Widerspruch
zur Wahl von xε.
Da ε > 0 beliebig war, folgt ψλ(x) 6 λ auf R+.
Es bleibt zu zeigen, daß limn→∞

1
n

log γλ(nx0) = 0 für jedes x0 > 0. Nun ist
1
n

log γλ(nx0) = 1
n

logϕiλ(nx0)− λx0.
Sei wieder ε > 0 gegeben.

Mit [46], Lemma 1.1 existiert ein xε > 0 mit |ϕ
′
iλ(x)

ϕiλ(x)
− λ| < ε für x > xε. Weiter

gibt es ein N(ε, x0) mit nx0 > xε für n > N(ε, x0). Damit ist für n > N(ε, x0)

1

n
logϕiλ(nx0) =

1

n
logϕiλ(xε) +

1

n

∫ nx0

xε

ϕ′iλ(t)

ϕiλ(t)
dt

6 (λ+ ε)x0 +
1

n
(logϕiλ(xε)− (λ+ ε)xε) .

Damit folgt limn→∞
1
n

log γλ(nx0) 6 εx0 und analog limn→∞
1
n

log γλ(nx0) > −εx0
also die Behauptung.
Ist A ∈ C2(]0, ∞[) beschränkt und A′(x)

2A(x)
von beschränkter Variation auf [b,∞[

für ein b > 0, so zeigt das nachfolgende Lemma, daß ein x0 existiert mit

γλ(x) >
c

2
√
λM

=: γλ > 0
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für alle x > x0, wobei A(x) 6M . Da γλ(x) monoton fällt, ist γλ(x) > γλ für alle
x > 0.
Sei nun ρ > 0.
Dann ist ϕ0 ein positiver Charakter. Die mittels ϕ0 modifizierte Hypergruppe
(siehe [40]) ist eine Sturm-Liouville Hypergruppe zur Funktion Ã := ϕ2

0 · A mit

ρ̃ = lim
x→∞

Ã′(x)

2Ã(x)
= lim

x→∞

ϕ′0(x)

ϕ0(x)
+ ρ = 0

(vgl. [46], Lemma 1.1). Ihre multiplikativen Funktionen sind gegeben durch

ϕ̃λ(x) =
ϕλ(x)

ϕ0(x)
(λ ∈ C)

d.h.

ϕλ(x) =
ϕ̃λ(x)

ϕ̃iρ(x)
(λ ∈ C).

Mit dem bereits bewiesenen erhält man für λ > 0:

ϕi(λ+ρ)(x) =
ϕ̃i(λ+ρ)(x)

ϕ̃iρ(x)
> γ̃λ+ρ(x)eλx

und für −ρ 6 λ < 0:
ϕi(λ+ρ)(x) 6 γ̃−1ρ (x)eλx.

�

Lemma 2.3.4
Gegeben sei eine beschränkte FunktionA ∈ C2(]0, ∞[), die (A0), (A1), (A2) erfüllt.

Weiter existiere ein b > 0 so, daß A′(x)
A(x)

auf [b, ∞[ von beschränkter Variation ist.

Dann haben die Lösungen fλ(x) der Differentialgleichung

f ′′ +
A′(x)

A(x)
f ′ + λ2f = 0 λ ∈ R

für λ > 0 das folgende asymptotische Verhalten

lim
x→∞

fλ(x)
√
A(x)e−λx =

c√
λ

mit einem c > 0.

Beweis: Die Funktion gλ(x) :=
√
A(x)fλ(x) ist Lösung der Differentialgleichung

g′′λ(x) =

(
λ2 +

(
A′(x)

A(x)

)′
+

(
A′(x)

A(x)

)2
)
gλ(x).
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Aufgrund der Voraussetzungen ist h(x) :=
(
A′(x)
A(x)

)′
+
(
A′(x)
A(x)

)2
integrierbar auf

]b, ∞[. Mit [31], Theorem 6.3.1 existiert ein Fundamentalsystem w1(x), w2(x)
obiger Differentialgleichung mit

√
λw1(x)eλx → 1

√
λw2(x)e−λx → 1 für x→∞.

Damit folgt die Behauptung. �

Bemerkung:
Für nicht beschränkte Funktionen A(x) gilt im allgemeinen γλ+ρ(x) → 0 mit
x → ∞. Betrachte beispielsweise die Bessel-Hypergruppen mit α > −1/2. Für
sie ist

ϕiλ(x) = Λα(iλx) = 2α(iλx)−αΓ(α + 1)Jα(iλx) = 2α(λx)−αΓ(α + 1)Iα(λx)

mit der modifizierten Bessel-Funktion 1.Art Iα(x). Die asymptotische Entwick-
lung von Iα(x) (siehe [13],7.13.1(5)) zeigt, daß ϕiλ(x) für x → ∞ das folgende
asymptotische Verhalten besitzt:

ϕiλ(x) ≈ 2α√
2π

(λx)−α+1/2eλx.

Lemma 2.3.5
Es sei (R+, ∗) eine Sturm-Liouville-Hypergruppe wie oben und µ ein Wahrschein-
lichkeitsmaß auf R+, für das fµ(t0) :=

∫∞
0
et0xdµ(x) <∞ für ein t0 > ρ gilt. Dann

ist die Funktion Mµ(λ) := µ̂(i(λ+ρ)) auf (−ρ, t0−ρ) strikt positiv und unendlich
oft differenzierbar. Darüber hinaus ist für alle n ∈ N

E(mn(X)) =

(
∂

∂t

)n
µ̂(i(t+ ρ))|t=0 =

(
∂

∂t

)n
Mµ(t)|t=0.

Beweis: Aus der Laplace-Darstellung (2.8) folgt

φn,i(λ+ρ)(x)−mn(x) =

∫ x

−x
tn
(
eλt − 1

)
dνx(t).

Damit zeigt man die Behauptung wie in Lemma 2.2.6. �

Satz 2.3.6
Sei (R+, ∗) eine Sturm-Liouville-Hypergruppe wie oben und sei µ ein Wahrschein-
lichkeitsmaß mit kompaktem Träger.
Bezeichnet dann Sn einen random walk mit Verteilung µ, so erfüllt die Folge
{Fn}n∈N der Verteilungen von Sn/n das Prinzip der großen Abweichungen mit
Konstanten {n}n∈N und der Ratenfunktion

I(x) =

{
+∞ x 6∈ [0, k]

supt>−ρ{tx− log µ̂(i(t+ ρ))} x ∈ [0, k]
.
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Dabei ist k der rechten Randpunkt von Trµ und das einzige Minimum von I(x)
ist x = E∗(X1).

Beweis: Der Beweis verläuft genau wie der Beweis für Satz 2.2.4. Man verwendet
nur Lemma 2.3.3 statt Lemma 2.2.1.
domI ⊆ [0, k] zeigt man hier so:
Für t > 0 ist c(t) 6 log fµ(t) 6 kt (Lemma 2.3.3). Damit ist

I(x) > sup
t>0
{tx− kt} = +∞

für x > k. �

Das folgende Korollar ist das Gegenstück zu Korollar 2.2.7.

Korollar 2.3.7
Es sei A ∈ C2(]0,∞[) eine beschränkte Funktion, die (A0)–(A2) erfüllt und für

die ein b > 0 existiert so, daß A′(x)
A(x)

auf [b,∞[ von beschränkter Variation ist.

Sei (R+, ∗) die zugehörige Sturm-Liouville-Hypergruppe und µ ein Wahrschein-
lichkeitsmaß auf R+ mit µ̂(it) < ∞ für alle t > 0. Bezeichnet dann Sn einen
random walk mit Verteilung µ, so erfüllt die Folge {Fn}n∈N der Verteilungen von
Sn/n das Prinzip der großen Abweichungen mit den Konstanten {n}n∈N und der
Ratenfunktion

I(x) =

{
+∞ x < 0

supt>0{tx− log µ̂(it)} x > 0
.

Es gilt I(x) = 0 genau dann, wenn x = 0.

Beweis: Dies folgt wie in Korollar 2.2.7 aus Lemma 2.3.3 und Lemma 2.3.5.
Beachte dabei, daß ρ = 0 ist, falls A(x) beschränkt ist ([48],(3.13)). �

Die Abschätzung nach oben für abgeschlossene Mengen im Prinzip der großen
Abweichungen kann man allgemeiner beweisen.

Dazu sei (K, ∗) eine nichtkompakte schwache Hypergruppe mit K ⊆ R+, die
normalisiert ist, d.h. für alle x, y ∈ K gilt

(2.9) Tr δx ∗ δy ⊆ [|x− y|, x+ y].

Diese Bedingung ist für jede polynomiale Hypergruppe erfüllt und stellt für
Hypergruppen auf R+ keine echte Einschränkung dar ([47],3.9).
Weiter nennen wir jede Markov-Kette Xn mit Zustandsraum K und der Über-
gangsfunktion

P (x;A) = δx ∗ µ(A) (x ∈ K,A ∈ B(K), µ ∈M1(K))

random walk mit Verteilung µ.
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Satz 2.3.8
Es sei (K, ∗) eine nichtkompakte, normalisierte schwache Hypergruppe (K ⊆ R+),
und µ ein W-Maß mit fµ(t) :=

∫∞
0
etxdµ(x) <∞ für alle t > 0.

Es bezeichneXn ein random walk mit Verteilung µ und cn(t) = 1
n

logE(exp(tXn)).
Dann gilt

(i) cn(t) ist endlich für alle t ∈ R. c(t) := limn→∞ cn(t) existiert für alle t ∈ R
und ist endlich.

(ii) Für jede abgeschlossene Menge A ⊆ K gilt

lim sup
n→∞

1

an
logP (Xn/n ∈ A) 6 − inf

x∈A
I(x)

mit

I(x) =

{
+∞ x < 0

supt∈R{tx− c(t)} x > 0.

Beweis: Für m,n ∈ N ist

(2.10)

∫ ∞
0

etx dµ(n+m)(x) =

∫ ∞
0

∫ ∞
0

exp(t(x ∗ y)) dµ(m)(x)dµ(n)(y),

wobei exp(t(x ∗ y)) :=
∫
etz d(δx ∗ δy)(z).

Da K normalisiert ist, ist für x, y ∈ K (siehe Gleichung (2.9))

exp(t(x ∗ y)) 6 exp(t(x+ y)) t > 0,(2.11)

exp(t(x ∗ y)) > exp(t(x+ y)) t 6 0.(2.12)

Mit (2.10)–(2.12) und der Jensenschen Ungleichung folgt für t < 0

0 > cn(t) > 1/n log(fµ(t))n = log fµ(t) > t

∫ ∞
0

x dµ(x) > −∞

und genauso für t > 0

0 6 cn(t) 6 log fµ(t) < +∞.

Also ist cn(t) endlich für alle t ∈ R.
Weiter zeigt (2.10)–(2.12), daß die Folge f(n) = log fµ(n)(t) subadditiv ist für
festes t > 0 und ebenso für festes t 6 0 die Folge g(n) = − log fµ(n)(t). Mit [10],
Lemma 3.1.3 folgt, daß c(t) := limn→∞ cn(t) für alle t ∈ R existiert und endlich
ist.
Schließlich ist c(t)6 0 für t 6 0, da dies für cn(t) 6 0 gilt. Daher ist für x < 0

I(x) = sup
t∈R
{tx− c(t)} > sup

t<0
{tx− c(t)} = +∞.

Die Behauptung folgt jetzt mit dem bereits Bewiesenen direkt aus dem Satz von
Ellis ([12], Theorem II.6.1). �



Kapitel 3

Lokale Grenzwertsätze

In [41] werden zentrale Grenzwertsätze für random walks auf einer Klasse poly-
nomialer Hypergruppen bewiesen. Diese Klasse enthält als prominentesten Ver-
treter die Jacobi-Polynome und darüber hinaus Polynomsysteme, deren Rekursi-
onskoeffizienten das gleiche asymptotische Verhalten aufweisen.
Diese zentralen Grenzwertsätze werden hier unter zusätzlichen Bedingungen durch
lokale Grenzwertsätze ergänzt. Diese wiederum benutzen wir in Abschnitt 3.3, um
für die einfache Irrfahrt ein Analogon zum Integraltest von Dvoretzky-Erdös zu
beweisen.
Ein Beispiel einer polynomialen Hypergruppe auf N2

0 bilden die sogenannten
Scheibenpolynome, eine Familie orthogonaler Polynome auf der Einheitskreis-
scheibe. Auch für diese können wir den zentralen Grenzwertsatz aus [6] durch
lokale Grenzwertsätze ergänzen.

3.1 Lokale Grenzwertsätze für eine Klasse poly-

nomialer Hypergruppen

Im folgenden werden mehrfach folgende Identitäten verwendet (siehe [13], 7.7.3
(24) und (25)):∫ ∞

0

e−Ct
2

Λα(Nt)t2α+1dt =
Γ(α + 1)

2Cα+1
exp

(
−N

2

4C

)
(3.1)

und

∫ ∞
0

e−Ct
2

Λα(Mt)Λα(Nt)t2α+1dt =
22α−1Γ(α + 1)2

(NM)αC
exp

(
−N

2 +M2

4C

)
Iα

(
NM

2C

)
.

(3.2)

46
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Dabei ist Jα(t) die Besselfunktion 1.Art, Iα(t) die modifizierte Besselfunktion
1.Art und Λα(t) = 2αΓ(α + 1)Jα(t)/tα.

Lemma 3.1.1
Es sei (N0, ∗) eine polynomiale Hypergruppe und Xn ein irreduzibler und aperi-
odischer random walk mit Verteilung µ. Dann ist |µ̂(x)| = 1 genau dann, wenn
x = x0.

Beweis: Ist |µ̂(x)| = 1, so folgt µ̂(2n)(x) = 1 für alle n ∈ N. Da |Pn(x)| 6 1
für alle n ist, folgt Pk(x) = 1 für alle k ∈ ∪n∈N Trµ(2n). Da Xn irreduzibel und

aperiodisch ist, existiert ein n0 mit P
(n)
01 > 0 für alle n > n0 ([14], Lemma 1.4.47),

d.h. 1 ∈ Trµ(2n0). Folglich ist P1(x) = 1. Also ist x = x0. �

Wir betrachten zunächst Jacobi-Polynome, da für sie der Beweis einfacher ist als
im allgemeinen Fall.

Lemma 3.1.2 (Hilb-Formel)
Für α > −1, β ∈ R und n > 1 gilt

(
sin t/2

t/2

)α+1/2

(cos t/2)β+1/2P (α,β)
n (cos t) = Λα(Nt) +Rn(t),

wobei N = n+1/2(α+β+1) und |Rn(t)| 6 Ct2 gleichmäßig auf [0, π−ε]. Dabei
ist ε > 0 fest.

Beweis: Dies folgt aus [36],Theorem 8.21.12 mit

Rn(t) =

{
t1/2−αn−3/2−αO(1) C1/n 6 t 6 π − ε
t2O(1) 0 6 t 6 C1/n

.

Ist nun t ∈ [C1/n, π − ε], so ist n > C1/t und damit ist

|Rn(t)| 6 C2t
1/2−αn−3/2−α 6 C2/C

3/2+α
1 t2.

�

Definiere

V = {(α, β) : (α+β+1)(α+β+4)2(α+β+6) > (α−β)2[(α+β+1)2−7(α+β+1)−24]}.

Bekanntlich erzeugen die Jacobi-Polynome P
(α,β)
n (x) eine polynomiale Hyper-

gruppe genau für (α, β) ∈ V ([17],Theorem 3).



48 3. Lokale Grenzwertsätze

Satz 3.1.3
Es sei (α, β) ∈ V , Xn eine irreduzible, aperiodische P

(α,β)
n -homogene Markov-

Kette mit Verteilung µ und es existiere σ2 :=
∫
m2dµ. Dann gilt für alle j ∈ N0:

lim
n→∞

sup
i∈N0

∣∣∣∣nα+1P
(n)
ij − πjnα

Γ(α + 1)Γ(α + β + 2)

Γ(β + 1)2σ2(NM)α
exp

(
−N

2 +M2

2nσ2

)
Iα

(
NM

nσ2

)∣∣∣∣ = 0.

Dabei ist N = i+ 1/2(α + β + 1) und M = j + 1/2(α + β + 1).
Insbesondere gilt für festes i und j:

lim
n→∞

nα+1P
(n)
ij =

Γ(α + β + 2)

Γ(β + 1)(2σ2)α+1
πj.

Beweis: Setze zur Abkürzung

Pn(t) := P (α,β)
n (cos t),

π′(t) := (sin(t/2))2α+1(cos(t/2))2β+1

und

Cj(α, β) :=
Γ(α + β + 2)

Γ(α + 1)Γ(β + 1)
πj.

Mit der Substitution x = cos(t/
√
n) in der Integraldarstellung für die Übergangs-

wahrscheinlichkeiten ergibt sich dann

nα+1P
(n)
ij =

= Cj(α, β)nα+1/2

∫ π
√
n

0

µ̂n(cos(t/
√
n))Pi(t/

√
n)Pj(t/

√
n)π′(t/

√
n)dt

= Cj(α, β)2−(2α+1)

∫ ∞
0

e−σ
2t2/2Λα(Nt/

√
n)Λα(Mt/

√
n)t2α+1dt

+
Cj(α, β)

2(2α+1)

∫ A

0

[
µ̂n(cos(t/

√
n))− e−σ2t2/2

]
Λα(Nt/

√
n)Λα(Mt/

√
n)t2α+1dt

+
Cj(α, β)

2(2α+1)

∫ A

0

µ̂n(cos(t/
√
n))t2α+1 ×[

π′(t/
√
n)

(t/(2
√
n))2α+1

Pi(t/
√
n)Pj(t/

√
n)− Λα(Nt/

√
n)Λα(Mt/

√
n)

]
dt

− Cj(α, β)

2(2α+1)

∫ ∞
A

e−σ
2t2/2Λα(Nt/

√
n)Λα(Mt/

√
n)t2α+1dt

+ Cj(α, β)nα+1/2

∫ r
√
n

A

µ̂n(cos(t/
√
n))Pi(t/

√
n)Pj(t/

√
n)π′(t/

√
n)dt

+ Cj(α, β)nα+1/2

∫ π
√
n

r
√
n

µ̂n(cos(t/
√
n))Pi(t/

√
n)Pj(t/

√
n)π′(t/

√
n)dt
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mit A > 0 und 0 < r < π. Mit der Gleichung (3.2) ist also

nα+1P
(n)
ij =

Γ(α + β + 2)Γ(α + 1)

Γ(β + 1)2σ2(NM)α
πjn

α exp

(
−N

2 +M2

2nσ2

)
Iα(

(
NM

nσ2

)
+ I1(n) + I2(n) + I3(n) + I4(n) + I5(n)

und es bleibt zu zeigen, daß Ik(n)→ 0 gleichmäßig in i mit n→∞ (k = 1, . . . , 5).
Zu I1(n):
Eine Taylor-Entwicklung von µ̂(cos t) um t = 0 (vgl. [43], Theorem 1) zeigt, daß
gn(t) := µ̂n(cos(t/

√
n))− e−σ2t2/2 gleichmäßig auf Kompakta gegen 0 konvergiert

mit n→∞. Damit folgt die Behauptung, da |Λα(x)| 6 1 ist für alle x > 0.
Zu I2(n):
Setze

fn(t) :=
π′(t/

√
n)

(t/(2
√
n))2α+1

Pi(t/
√
n)Pj(t/

√
n)− Λα(Nt/

√
n)Λα(Mt/

√
n).

O.E. ist n so groß, daß A/
√
n 6 π − ε.

Ist nun ij > 0, so folgt mit Lemma 3.1.2 |fn(t)| 6 Ct2

n
(2 + Ct2

n
), und damit

konvergiert fn(t) gleichmäßig auf Kompakta gegen 0.
Ist i = j = 0, so folgt unmittelbar, daß |fn(t)| → 0 gleichmäßig auf Kompakta.
Ist schließlich i = 0 oder j = 0, so folgt die gleichmäßige Konvergenz gegen 0
wieder mit Lemma 3.1.2.
Zu I4(n):
[43], Theorem 1 und eine Taylor-Entwicklung um t = 0 zeigen, daß es ein
0 < r < π gibt mit µ̂(cos t) 6 1− σ2

4
t2 für 0 6 t 6 r. Also ist für 0 6 t 6 r

√
n

µ̂n(cos(t/
√
n)) 6

(
1− σ2t2

4n

)n
6 e−σ

2t2/4.

Außerdem existiert zu jedem ε > 0 ein A > 0 mit∫ ∞
A

e−σ
2t2/4t2α+1dt < ε.

Wegen sin t 6 t für t > 0 gilt dann gleichmäßig in i

|I4(n)| 6 Cj(α, β)nα+1/2

∫ r
√
n

A

e−σ
2t2/4(t/(2

√
n))2α+1dt 6 εCj(α, β).

Zu I3(n):
Mit ε und A wie oben folgt

|I3(n)| 6 Cj(α, β)2−(2α+1)ε

gleichmäßig in i.
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Zu I5(n):
Da Xn irreduzibel und aperiodisch ist, existiert ein δ(r) > 0 mit |µ̂(cos t)| 6 1−δ
für t ∈ [r, π] (Lemma 3.1.1). Damit folgt

|I5(n)| 6 Cj(α, β)nα+1

∫ π

r

|µ̂(cos t)|n sin(t/2)2α+1dt

6 Cj(α, β)nα+1(1− δ)n
∫ π

r

sin(t/2)2α+1dt→ 0

gleichmäßig in i.
Schließlich gilt Iα(x) ≈ (x

2
)α/Γ(α + 1) mit x→ 0 ([1], 9.7.6). Somit ist für festes

i und j

lim
n→∞

Γ(α + β + 2)Γ(α + 1)

Γ(β + 1)2σ2(NM)α
πjn

α exp

(
−N

2 +M2

2nσ2

)
Iα

(
NM

nσ2

)
= πj

Γ(α + β + 1)

Γ(β + 1)(2σ2)α+1

und der Beweis ist vollbracht. �

Bemerkungen:

(i) Für die Tschebyscheff-Polynome 2.Art (α = β = 1/2) ist Satz 3.1.3 ge-
nau [18], Remarque VI.A.13, da I1/2(x) = (1/2πx)−1/2 sinhx ( [13],(7.11.16)).

(ii) Die Voraussetzung, daß Xn irreduzibel ist, ist notwendig für die Gültigkeit

des Satzes. Denn sonst existieren ein j ∈ N0 und ein i ∈ N0 mit P
(n)
ij = 0

für alle n ∈ N0.

(iii) Ist (α, β) ∈ V und α 6= β, so ist jede P
(α,β)
n -homogene Markov-Kette Xn

irreduzibel und aperiodisch, sofern nur µ 6= δ0. Ist nämlich 0 6= k ∈ Trµ,
so folgt induktiv {0, 1, . . . , nk} ⊆ Trµ(n). Also ist Xn irreduzibel und ape-
riodisch wegen Korollar 1.3.2.

(iv) Ist α = β > −1/2, so ist eine P
(α,α)
n -homogene Markov-Kette irreduzibel

und aperiodisch genau dann, wenn µ(2N0) 6= 0 und µ(2N0 + 1) 6= 0. Die
Notwendigkeit folgt aus Satz 1.3.1(ii). Mit [18], Proposition VI.34 bleibt
nur noch zu zeigen, daß Xn dann aperiodisch ist. Nun existiert unter die-
ser Voraussetzung ein k ∈ N0 mit 2k + 1 ∈ Trµ. Damit folgt induktiv
{0, 2, 4, . . . , 2l(2k+ 1)} ⊆ Trµ(2l), d.h. 2n ∈ Trµ(2n) für alle n ∈ N0. Weiter
existiert ein n ∈ N0 mit 2n ∈ Trµ. Also ist 0 ∈ Trµ(2n+1) und somit ist der
Zustand 0—und damit Xn—aperiodisch.

(v) Ist α = β > −1/2 und Trµ ⊆ 2N0 + 1, so ist Xn zwar irreduzibel, hat aber
Periode 2. Ist dann j− i gerade, so gilt die Aussage des Satzes in der Form

lim
n→∞

sup
i∈j+2N0

∣∣∣∣(2n)α+1P
(2n)
ij − πj(2n)α

Γ(2α + 2)

σ2(NM)α
exp

(
−N

2 +M2

4nσ2

)
Iα

(
NM

2nσ2

)∣∣∣∣ = 0

und, falls j − i ungerade ist, in der Form

lim
n→∞

sup
i∈j+2N0+1

∣∣∣∣nα+1P
(2n+1)
ij − πjnα

Γ(2α + 2)

σ2(NM)α
exp

(
−N

2 +M2

4nσ2

)
Iα

(
NM

2nσ2

)∣∣∣∣ = 0.
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Dies zeigt man wie oben. Beachte dabei, daß dann µ̂(x)2nPi(x)Pj(x) bzw.
µ̂(x)2n+1Pi(x)Pj(x) gerade Funktionen sind, und es somit in der Integraldar-
stellung genügt, über [0, 1] zu integrieren. Darüber hinaus ist

|P (α,α)
n (x)| = 1⇔ x = 1 auf [0, 1] ([36], Theorem 7.32.1).

(vi) Die Voraussetzung, daß (α, β) ∈ V ist, d.h. daß die Jacobi-Polynome zu
diesen Indizes eine polynomiale Hypergruppe erzeugen, geht auf zweierlei
Weise in den obigen Satz ein. Einmal sichert sie, daß |P (α,β)

n (x)| 6 1 auf
[−1, 1]. Zum Zweiten benötigen wir sie im Beweis von Lemma 3.1.1.
Ist nun Xn die einfache Irrfahrt, so gilt offensichtlich |µ̂(x)| = 1 ⇔ x =

1, falls α 6= β > −1. Außerdem ist mit [36], Theorem 7.32.1 |P (α,β)
n (x)|

gleichmäßig beschränkt, falls α > −1/2 und α > β > −1. Diese Überlegung
zeigt, daß der Satz für die einfache Irrfahrt gilt, sofern α > −1/2 und α >
β > −1.

Das folgende Korollar ist das Analogon zum lokalen Grenzwertsatz von de-Moivre-
Laplace:

Korollar 3.1.4
Unter den Voraussetzungen von Satz 3.1.3 gilt für jede Folge (jn)n∈N ⊆ N0 mit
jn →∞ und jn = O(

√
n):

P
(n)
0jn
≈ 1

σ
√
n

Φ

(
jn
σ
√
n

)
,

wobei

Φ(t) :=
1

2αΓ(α + 1)
t2α+1e−t

2/2.

Beweis: Setze zur Abkürzung

C(jn;α, β) =

(
(2jn + α + β + 1)Γ(jn + α + 1)Γ(jn + α + β + 1)

2j2α+1
n Γ(jn + 1)Γ(jn + β + 1)

)
Mit den Bezeichnungen aus dem Beweis von Satz 3.1.3 und der selben Zerlegung
der Übergangswahrscheinlichkeiten erhält man:

σ
√
nP

(n)
0jn

Φ( jn
σ
√
n
)

=
(2σ2)α+1

2αΓ(α + 1)
C(jn;α, β) exp

(
j2n

2nσ2

)
nα+1/2

×
∫ π

√
n

0

µ̂n(cos(t/
√
n))Pjn(cos(t/

√
n))π′(t/

√
n)dt

=
(σ2)α+1

2α
C(jn;α, β)

Γ(α + 1)
exp

(
j2n

2nσ2

)
×
[∫ ∞

0

e−σ
2t2/2Λα(Mt/

√
n)t2α+1dt+ I1(n) + I2(n) + I3(n)

]
+

(2σ2)α+1C(jn;α, β)

2αΓ(α + 1)
exp

(
j2n

2nσ2

)
nα+1/2[I4(n) + I5(n)].
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Dabei sind I1(n)–I5(n) bis auf den Faktor Cj(α, β) definiert wie im Beweis von
Satz 3.1.3. Nun gilt mit der Asymptotik der Gamma-Funktion:

(σ2)α+1

2α
C(jn;α, β)

Γ(α + 1)
→ (σ2)α+1

2αΓ(α + 1)

und mit (3.1)

lim
n→∞

exp

(
j2n

2nσ2

)∫ ∞
0

e−σ
2t2/2Λα(Mt/

√
n)t2α+1dt =

Γ(α + 1)2α

(σ2)α+1
.

Da exp
( j2n
2nσ2

)
beschränkt ist, bleibt zu zeigen, daß die übrigen Terme beliebig

klein gemacht werden können. Dies wurde aber im obigen Beweis gezeigt. �

Sei jetzt allgemeiner eine polynomiale Hypergruppe gegeben, die den Bedingun-
gen

(i) Die Rekursionskoeffizienten erfüllen n(an − cn)→ ρ > 0, bn → β < 1 und

(ii) π ist absolutstetig auf [−1, 1] mit einer stetigen Dichte der Form π′(x) =
(1− x2)αg(x), wobei g(1) 6= 0 und α := ρ

1−β − 1/2

genügt.

Die Jacobi-Polynome erfüllen (i) und die in (ii) definierte Konstante α stimmt mit
dem Parameter α überein. Daher gilt für Jacobipolynome mit α 6= β (ii) nicht.
Beispielklassen orthogonaler Polynome, die diesen Bedingungen genügen und zu-
mindest für bestimmte Parameterbereiche polynomiale Hypergruppen bilden, be-
schreibt das folgende Lemma. Ein weiteres Beispiel bilden die q-ultrasphärischen
Polynome (vgl. [41], 5.3).

Lemma 3.1.5
(i) Besitzt das Orthogonalisierungsmaß des Polynomsystems {Pn(x)}n∈N0 eine

Dichte der Form π′(x) = (1 − x2)1/2Q(x)−1 mit einem auf [−1, 1] strikt
positiven Polynom Q vom Grad r > 0, so gilt

(1) limn→∞ n(an − cn) existiert und limn→∞
n(an−cn)

1−bn = 1.

(2) Es existiert ein C > 0 mit πn ≈ Cn2.

(ii) Besitzt das Orthogonalisierungsmaß des Polynomsystems {Pn(x)}n∈N0 eine
Dichte der Form π′(x) = (1 − x2)−1/2Q(x)−1 mit einem auf [−1, 1] strikt
positiven Polynom Q vom Grad r > 0, so gilt

(1) limn→∞ n(an − cn) existiert und limn→∞
n(an−cn)

1−bn = 0.

(2) Es existiert ein C > 0 mit πn 6 C.

(iii) Für die assoziierten ultrasphärischen Polynome {Pn(x;α, ν)}n∈N0 mit α > 0
und ν > 0 gilt
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(1) limn→∞ n(an − cn) = α + 1/2.

(2) Es existiert eine von α und ν abhängige Konstante C(α, ν) mit πn ≈
C(α, ν)n2α+1.

(3) Das Orthogonalisierungsmaß erfüllt (ii).

Beweis:

(i) Es existiert ein trigonometrisches Polynom H(z) =
∑r

k=0 hkz
k mit reellen

Koeffizienten ohne Nullstellen in {|z| 6 1} mit Q(cos t) = |H(eit)|2 und für
2(n+ 1) > r besitzen die orthonormalen Polynome die Darstellung

(3.3) pn(x) =

(
2

π

)1/2 r∑
k=0

hkUn−k(x),

wobei Un(x) das n-te Tschebyscheff-Polynom der 2.Art ist ([36], Theorem
2.6). Damit ist für 2(n+ 1) > r

2xpn(x) = pn+1(x) + pn−1(x)

und

pn(1) =

(
2

π

)1/2
(

(n+ 1)H(1)−
r∑

k=0

khk

)
.

Da 1 der rechte Randpunkt von Tr π ist, ist pn(1) > 0 für alle n. Bezeichnet

Pn(x) := pn(x)
pn(1)

und p1(x) = a0x+ b0, so folgt

P1(x)Pn(x) = anPn+1(x) + bnPn(x) + cnPn−1(x)

mit

an =
a0pn+1(1)

2p1(1)pn(1)
, bn =

b0
a0 + b0

, cn =
a0pn−1(1)

2p1(1)pn(1)

für 2(n+ 1) > r. Somit erhält man

n(an − cn) =

(
2

π

)1/2
a0nH(1)

p1(1)pn(1)
→ a0

p1(1)
und πn = Cp2n(1).

(ii) Der Beweis verläuft wie der von (i). Mit den obigen Bezeichnungen hat man
für 2n > r statt (3.3) die Darstellung

pn(x) =
r∑

k=0

hkTn−k(x)

mit den Tschebyscheff-Polynomen der 1.Art ([36], Theorem 2.6).



54 3. Lokale Grenzwertsätze

(iii) Für α > 0 und ν > 0 ist (vgl. [27], (3.6))

n(an − cn) = n(1− 2cn) =
n(2α + 1)

2n+ 2α + 2ν + 1
×

×
(

(2α + 1)n+1 + (ν)n+1

(2α + 1)n+1 − (ν)n+1

− 2n(ν)n+1

(2n+ 2α + 2ν + 1)((2α + ν)n+1 − (ν)n+1)

)
.

Da für α > 0 und ν > 0

(ν)n+1

(2α + ν)n+1

≈ Γ(2α + ν)

Γ(ν)n2α

ist, folgt

ρ := lim
n→∞

n(an − cn) = α + 1/2.

Mit der gleichen Überlegung folgt die zweite Behauptung aus der expliziten
Darstellung von πn in [27],(3.8).
Schließlich ist 2F1(1/2−α, ν; ν +α+ 1/2; z) absolut konvergent für |z| = 1
([13], 2.1.1(5)) und 2F1(1/2− α, ν; ν + α + 1/2; 1) 6= 0.

�

Beispiele:

(i) Konkrete Beispiele für den Fall (i) sind neben den Tschebyscheff- Poly-
nomen 2.Art die Geronimus-Polynome (vgl. [25],3(g)(i)) und bestimmte
Askey-Wilson-Polynome (vgl. [2],(4.29)). Mit Hilfe der letzteren können
isotrope Irrfahrten auf diskreten Halbgruppen als Pn-homogene Markov-
Ketten interpretiert werden (siehe dazu [43]).

(ii) Beispiele für Fall (ii) neben den Tschebyscheff-Polynomen 1.Art sind die
Griñspun-Polynome und ihre zweiparametrige Erweiterung (vgl [25],3(g)(ii)
und [26]).

Satz 3.1.6
Es sei Xn ein irreduzibler und aperiodischer random walk,für dessen Verteilung
µ ∈ M1(N0) σ

2 :=
∑∞

k=0m2(k)µ({k}) < ∞ existiere. Dann gilt mit α wie in
Voraussetzung (ii)

(i) Es existiert ein n0 > 0 und Konstanten C1, C2 mit

C1 6 nα+1

∫
(µ̂(x))nPi(x)Pj(x)dπ(x) 6 C2

für n > n0 und 0 6 i, j 6 [
√
n]. Dabei ist [x] die größte ganze Zahl kleiner

oder gleich x.
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(ii) Für jedes j ∈ N0 gilt

lim
n→∞

sup
06i6[

√
n]

∣∣∣nα+1P
(n)
ij − πj

g(1)Γ(α + 1)222α

σ2

( n

MN

)α
×

exp

(
−N

2 +M2

2nσ2

)
Iα

(
NM

nσ2

) ∣∣∣ = 0

mit N := i+ α + 1 und M = j + α + 1. Insbesondere ist für festes i und j

lim
n→∞

nα+1P
(n)
ij =

Γ(α + 1)2αg(1)

(σ2)α+1
πj.

Beweis: µ̂(cos t) ist zweimal differenzierbar und es gilt

1− µ̂(cos t) ≈ σ2

2
t2 (t→ 0)

([43], Theorem 1). Also existiert ein 0 < r < π mit

µ̂(cos t) 6 1− σ2

4
t2

für 0 6 t 6 r. Ferner existiert zu jedem ε > 0 ein A > 0 mit∫ ∞
A

e−σ
2/4t2t2α+1dt 6 ε.

Mit dieser Wahl von r, A und L := Tr π \ [−1, 1] zerlegen wir die Integraldarstel-
lung wie folgt

nα+1

∫
µ̂n(x)Pi(x)Pj(x)dπ(x)

= nα+1/2

∫ π
√
n

0

µ̂n(cos(t/
√
n))Pi(cos(t/

√
n))Pj(cos(t/

√
n))g(cos(t/

√
n))(sin(t/

√
n))2α+1dt

+nα+1

∫
L

µ̂n(x)Pi(x)Pj(x)dπ(x)

= g(1)

∫ ∞
0

e−σ
2/2t2Λα(Nt/

√
n)Λα(Mt/

√
n)t2α+1dt

+I1(n) + I2(n) + I3(n) + I4(n) + I5(n) + I6(n)

=
g(1)22αΓ(α + 1)2

(NM)ασ2
nα exp

(
−N

2 +M2

2nσ2

)
Iα

(
NM

nσ2

)
+I1(n) + I2(n) + I3(n) + I4(n) + I5(n) + I6(n).
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Dabei ist

I1(n) = g(1)

∫ A

0

(
µ̂n(cos(t/

√
n))− e−σ2/2t2

)
Λα(Nt/

√
n)Λα(Mt/

√
n)t2α+1dt

I2(n) = −g(1)

∫ ∞
A

e−σ
2/2t2Λα(Nt/

√
n)Λα(Mt/

√
n)t2α+1dt

I3(n) = g(1)

∫ A

0

µ̂n(cos(t/
√
n))t2α+1 ×[(

sin(t/
√
n)

t/
√
n

)2α+1

Pi(cos(t/
√
n))Pj(cos(t/

√
n))− Λα(Nt/

√
n)Λα(Mt/

√
n)

]
dt

I4(n) = nα+1/2g(1)×∫ A

0

µ̂n(cos(t/
√
n))Pi(cos(t/

√
n))Pj(cos(t/

√
n))

(
g(cos(t/

√
n))

g(1)
− 1

)
(sin(t/

√
n))2α+1dt

I5(n) =

nα+1/2

∫ r
√
n

A

µ̂n(cos(t/
√
n))Pi(cos(t/

√
n))Pj(cos(t/

√
n))(sin(t/

√
n))2α+1g(cos(t/

√
n))dt

I6(n) =

nα+1

(∫
L

µ̂n(x)Pi(x)Pj(x)dπ(x) +

∫ π

r

µ̂n(cos t)Pi(cos t)Pj(cos t)g(cos t)(sin t)2α+1dt

)
.

Wie in Satz 3.1.3 zeigt man, daß I1(n), I2(n) gleichmäßig in i, j ∈ N0 gegen 0
konvergieren mit n→∞.
Zu I3(n):
Setze

fn(t) :=

(
sin(t/

√
n)

t/
√
n

)2α+1

Pi(cos(t/
√
n))Pj(cos(t/

√
n))−Λα(Mt/

√
n)Λα(Nt/

√
n).

Mit [45], Corollary 2.3 zeigt man wie im Beweis von Satz 3.1.3, daß
|fn(t)| → 0 gleichmäßig auf Kompakta und gleichmäßig in 0 6 i, j 6 [

√
n], und

damit folgt |I3(n)| → 0 gleichmäßig in 0 6 i, j 6 [
√
n].

Zu I4(n):
Setze

fn(t) := nα+1/2 sin(t/
√
n)2α+1

(
g(cos(t/

√
n))

g(1)
− 1

)
.

Da nach Voraussetzung g stetig ist und sin t 6 t für t > 0, konvergiert |fn(t)|
gleichmäßig auf Kompakta gegen 0, und damit gilt |I4(n)| → 0 gleichmäßig in
i, j ∈ N0.
Zu I5(n):
Es ist für 0 6 t 6 r

√
n

µ̂n(cos(t/
√
n)) 6

(
1− σ2t2

4n

)n
6 e−σ

2t2/4.
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und
|g(cos(t/

√
n))| 6 max

06t6r
|g(cos t)|.

Ferner existiert zu ε > 0 ein n0 so groß, daß A <
√
n0r. Damit ist

|I5(n)| 6 nα+1/2 max
06t6r

|g(cos t)|
∫ r
√
n

A

e−σ
2t2/4

(
t√
n

)2α+1

dt 6 max
06t6r

|g(cos t)| ε

für n > n0 gleichmäßig in i, j.
Zu I6(n):
Mit Lemma 3.1.1 existiert ein δ(r) > 0 mit |µ̂(x)| 6 1−δ(r) für x ∈ L∪[−1, cos r]
und somit konvergiert |I6(n)| gleichmäßig in i, j gegen 0 mit n→∞.
Das asymptotische Verhalten von Iα(x) um 0 zeigt, daß Konstanten C1, C2 und
ein n0 > 0 existieren mit

C1 6
( n

NM

)α
exp

(
−N

2 +M2

2nσ2

)
Iα

(
NM

nσ2

)
6 C2

für alle n > n0 und 0 6 i, j 6 [
√
n].

Damit ist (i) bewiesen.

(ii) folgt aus (i) und der Integraldarstellung von P
(n)
ij . �

Bemerkung:
Die Bemerkungen nach Satz 3.1.3 gelten sinngemäß auch hier. Insbesondere kann
im Fall der einfachen Irrfahrt auf die Voraussetzung verzichtet werden, daß das
zugehörige Polynomsystem {Pn(x)}n∈N0 eine polynomiale Hypergruppe bildet,
falls nur |Pn(x)| auf dem Träger des Orthogonalisierungsmaßes gleichmäßig in n
beschränkt ist.

3.2 Lokale Grenzwertsätze für Scheibenpolynome

Definition 3.2.1
Es α > 0 und (m,n) ∈ N2

0. Dann heißt die auf der Einheitskreisscheibe
D := {z ∈ C : |z| 6 1} = {r eiϕ : 0 6 r 6 1, 0 6 ϕ 6 2π} definierte Funktion

(3.4) R(α)
m,n(z) = R(α)

m,n(reiϕ) := ei(m−n)ϕr|m−n|P
(α,|m−n|)
m∧n (2r2 − 1),

wobei m∧ n = min(m,n) ist, das Scheibenpolynom vom Grad (m,n) zum Expo-
nenten α.

Die Scheibenpolynome {R(α)
n,m(z)}(n,m)∈N2

0
bilden eine Familie orthogonaler Poly-

nome in zwei Variablen auf der Einheitskreisscheibe zum Orthogonalisierungsmaß

λα =
α + 1

π
(1− x2 − y2)αdxdy (z = x+ iy).
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Mit der Faltung

δm1,n1 ∗ δm2,n2 =
∑
m,n

g(m1, n1,m2, n2,m, n)δm,n

(g(m1, n1,m2, n2,m, n) die Linearisierungskoeffizienten), der Involution (m,n)− =
(n,m) und dem neutralen Element (0, 0) erzeugen sie für α > 0 eine polynomiale
Hypergruppe in zwei Variablen auf N2

0 ([49],(3.4)).
Wie für orthogonale Polynome in einer Variablen bezeichnet

πk,l :=

(∫
D

|R(α)
k,l (z)|2λα(dz)

)−1
.

Für α > 0 und µ ∈M1(N2
0) heißt dann jede Markov-Kette Sn mit Zustandsraum

N2
0 und der Übergangsmatrix

P(i,j)(k,l) = P (Sn+1 = (k, l)|Sn = (i, j)) = δ(i,j) ∗ µ({(k, l)})
random walk (mit Verteilung µ).

Bemerkung:
Wählt man speziell µ = 1/2(δ0,1 + δ1,0), so erhält man die Markov-Kette auf N2

0

mit den Übergangswahrscheinlichkeiten ([6], 2.16)

P(c,d)(k,l) =



α+c+1
2(α+c+d+1)

, falls(k, l) = (c+ 1, d)
c

2(α+c+d+1)
, falls(k, l) = (c− 1, d)

α+d+1
2(α+c+d+1)

, falls(k, l) = (c, d+ 1)
d

2(α+c+d+1)
, falls(k, l) = (c, d− 1)

0 sonst,

die zur stochastischen Modellierung eines linearen Räuber-Beute-Modells verwen-
det werden kann.

Lemma 3.2.2
Es sei α > 0 und Sn = (Xn, Yn) ein random walk auf N2

0 mit der Verteilung µ.

Dann besitzt die Übergangsmatrix von Sn die Integraldarstellung

(3.5) P
(n)
(c,d)(k,l) = πk,l

∫
D

µ̂n(z)Rα
c,d(z)Rα

k,l(z)dλα(z).

Beweis: Für festes (c, d) ∈ N2
0 ist die Fouriertransformierte ̂δ(c,d) ∗ µ(n)(z) inte-

grierbar bezüglich λα, dem Plancherel-Maß auf N̂2
0. Mit dem Inversionssatz für

die Fouriertransformierte folgt

P
(n)
(c,d)(k,l) = πk,l

∫
D

̂δ(c,d) ∗ µ(n)(z)R
(α)
k,l (z)λα(dz)

= πk,l

∫
D

µ̂n(z)Rα
c,d(z)Rα

k,l(z)dλα(z).

�
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Lemma 3.2.3
Es sei α > 0 und Sn = (Xn, Yn) ein irreduzibler und aperiodischer random walk
auf N2

0 mit der Verteilung µ.

(i) π(Sn) = Xn−Yn ist eine irreduzible und aperiodische Markov-Kette auf Z.

(ii) |µ̂(cos teiϕ)| = 1⇔ t = 0 = ϕ

Beweis:

(i) Da Sn irreduzibel ist, ist N2
0 die kleinste Unterhypergruppe, die von Trµ

erzeugt wird ([16], Prop. 2.11).
π(x, y) := x − y ist ein Homomorphismus zwischen den Hypergruppen N2

0

und Z ([6], Proposition 5.1)und π(Sn) ist eine Markov-Kette auf Z ([6],
Theoreme 1); damit ist Z die kleinste Untergruppe,die von Tr π(µ) erzeugt
wird, und π(Sn) ist irreduzibel.
Angenommen, π(Sn) ist periodisch mit der Periode d > 1. Dann ist
π(µ(n))(0) = 0 für alle n mit d 6 | n, d.h.

0 = π(µ(n)(0)) = µ(n)(π−1(0)) > µ(n)((0, 0)) > 0.

Also ist P
(n)
(0,0)(0,0) = 0 für alle n mit d 6 | n, im Widerspruch zur Aperiodizität

von Sn.

(ii) Es ist

|R(α)
m,n(cos teiϕ)| = (cos t)|m−n||R(α,|m−n|)

m∧n (cos 2t)| < 1

für 0 < t 6 π/2. Also ist |µ̂(cos teiϕ)| < 1, falls t > 0.
Weiterhin ist

|µ̂(eiϕ)| = |
∑

(m,n)∈N2
0

µ({(m,n)})ei(m−n)ϕ| = |F(π(µ))(ϕ)|,

wobei F die gewöhnliche Fouriertransformation auf Z bezeichnet. Mit Teil
(i) ist dann π(Sn) in der Terminologie von [35] stark aperiodisch (siehe [35],
D 2.2 und D 5.1). Damit liefert [35], P 7.8, daß |µ̂(eiϕ)| = 1⇔ ϕ = 0.

�

Satz 3.2.4
Es sei α > 0 und es sei ein Maß µ ∈M1(N2

0) gegeben, das den Bedingungen

(i)
∑

m,n(m− n)µm,n = 0,

(ii)
∑

m,n(m− n)2µm,n =: a <∞,

(iii)
∑

m,n

(
2mn
α+1

+m+ n
)
µm,n =: b <∞,

(iv) der random walk mit Verteilung µ ist irreduzibel und aperiodisch
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genügt. Dann gilt für alle (k, l) ∈ N2
0:

lim
n→∞

sup
c6
√
n

d6
√
n

∣∣∣nα+3/2P
(n)
(c,d)(k,l)−

22α+1Γ(α)Γ(α + 1)√
2aπb(βcdβkl)α

πk,ln
α×

exp

(
−(d− c+ k − l)2

2an
− β2

cd + β2
kl

2bn

)
Iα

(
βcdβkl
bn

) ∣∣∣ = 0.

Hierbei ist βkl :=
√

(2k + α + 1)(2l + α + 1).
Insbesondere ist für (c, d)(k, l) fest:

lim
n→∞

nα+3/2P
(n)
(c,d)(k,l) =

2α+1/2Γ(α)√
πbα+1

πk,l.

Beweis: Der Beweis benutzt wieder eine Hilb-Formel und die Integraldarstel-
lung (3.5) der Übergangswahrscheinlichkeiten. Zur Abkürzung sei

µ̂(t, ϕ) := µ̂(cos teiϕ) Rc,d(t, ϕ) := R
(α)
c,d (cos teiϕ)

und

fn(t, ϕ) :=

µ̂(t/
√
n, ϕ/

√
n)nRc,d(t/

√
n, ϕ/

√
n)Rk,l(t/

√
n, ϕ/

√
n) cos(t/

√
n) sin2α+1(t/

√
n).

In einem ersten Schritt zeigen wir, daß es nur auf das Verhalten des Integranden in
einer Umgebung von (1, 1) ankommt. Sodann wird das asymptotische Verhalten
in dieser Umgebung bestimmt.
Es ist für c, d, k, l ∈ N2

0

nα+3/2P
(n)
(c,d)(k,l) =

nα+1/2πk,l(α + 1)

π

(∫ π
√
n

−π
√
n

∫ π
√
n/2

0

fn(t, ϕ)dtdϕ

)

=
nα+1/2πk,l(α + 1)

π

(∫ A

−A

∫ B

0

fn(t, ϕ)dtdϕ +

+

(∫ A

−A

∫ r
√
n

B

fn(t, ϕ)dtdϕ+

∫
[−s
√
n,−A]∪[A,s

√
n]

∫ r
√
n

0

fn(t, ϕ)dtdϕ

)

+

(∫ s
√
n

−s
√
n

∫ π
√
n/2

r
√
n

fn(t, ϕ)dtdϕ+

∫
[−π
√
n,−s

√
n]∪[s

√
n,π
√
n]

∫ π/2

0

fn(t, ϕ)dtdϕ

))

=
nα+1/2πk,l(α + 1)

π
(I1(n) + I2(n) + I3(n)) .

Nun können die Konstanten A,B, r, s so gewählt werden, daß nα+1/2I2(n) und
nα+1/2I3(n) mit n→∞ gleichmäßig in (c, d) gegen 0 konvergieren.
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Aus der Taylor-Entwicklung von µ̂(t, ϕ) um (0, 0) folgt, daß 0 < r < π/2 und
0 < s < π existieren mit µ̂(t, ϕ) 6 1− 1

4
(aϕ2 + bt2) für 0 6 t 6 r und 0 6 ϕ 6 s.

Außerdem existieren zu ε > 0 A > 0 und B > 0 mit∫ ∞
B

e−bt
2/4t2α+1dt < ε und

∫
[−A,A]c

e−aϕ
2/2dϕ < ε.

Mit dieser Wahl von A,B, r, s gilt auf
[B, r
√
n]× [−A,A] ∪ [0, r

√
n]× {[−s

√
n,−A] ∪ [A, s

√
n]}

µ̂(t/
√
n, ϕ/

√
n)n 6

(
1− 1

4n
(bt2 + aϕ2)

)n
6 e−bt

2/4e−aϕ
2/4.

Damit ist

|nα+1/2I2(n)| 6 nα+1/2
( ∫ A

−A
e−aϕ

2/4dϕ

∫ ∞
B

e−bt
2/4(t/

√
n)2α+1dt+∫

[−A,A]c
e−aϕ

2/4dϕ

∫ ∞
0

e−bt
2/4(t/

√
n)2α+1dt

)
6 Cε

gleichmäßig in (c, d).
Mit Lemma 3.2.3 existiert ein δ > 0 mit |µ̂(t, ϕ)| 6 1− δ, falls r < t 6 π/2 oder
s < |ϕ| 6 π und es folgt

|nα+1/2I3(n)| 6 nα+3/2
( ∫ s

−s

∫ π/2

r

|µ̂(t, ϕ)|n sin2α+1 tdtdϕ+∫
s6|ϕ|6π

∫ π/2

0

|µ̂(t, ϕ)|n sin2α+1 tdtdϕ
)

6 C(1− δ)nnα+3/2.

Daher gilt auch |I3(n)| → 0 gleichmäßig in (c, d) mit n→∞.
Es bleibt zu zeigen, daß I1(n) das richtige asymptotische Verhalten hat. Dazu
zerlegen wir I1(n):

nα+1/2

∫ A

−A

∫ B

0

fn(t, ϕ)dtdϕ =∫ ∞
−∞

e−aϕ
2/2eiϕ/

√
n(d−c+k−l)dϕ

∫ ∞
0

e−bt
2/2Λα(βc,dt/

√
n)Λα(βk,lt/

√
n)t2α+1dt

+J1(n) + J2(n) + J3(n) + J4(n)

=
22α+1/2Γ(α)Γ(α + 1)√

aπb(βcdβkl)α
nαe−(d−c+k−l)

2/(2αn)e−
β2
cd

+β2
kl

2nb Iα

(
βcdβkl
2bn

)
+J1(n) + J2(n) + J3(n) + J4(n).
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Dabei ist

J1(n) =∫ A

−A

∫ B

0

[
µ̂(t/
√
n, ϕ/

√
n)n − e−a/2ϕ2

eb/2t
2
]
eiϕ/

√
n(d−c+k−l) ×

Λα(βc,dt/
√
n)Λα(βk,lt/

√
n)t2α+1dtdϕ

J2(n) =∫ A

−A

∫ B

0

µ̂(t/
√
n, ϕ/

√
n)neiϕ/

√
n(d−c+k−l) ×[(

sin t/
√
n

t/
√
n

)2α+1

Rc,d(t/
√
n, 0)Rk,l(t/

√
n, 0) cos t/

√
n− Λα(βc,dt/

√
n)Λα(βk,lt/

√
n)

]
dtdϕ

J3(n) =∫
[−A,A]c

∫ B

0

eiϕ/
√
n(d−c+k−l)−aϕ2/2−bt2/2Λα(βc,dt/

√
n)Λα(βk,lt/

√
n)t2α+1dtdϕ

J4(n) =∫ ∞
−∞

∫ ∞
B

eiϕ/
√
n(d−c+k−l)−aϕ2/2−bt2/2Λα(βc,dt/

√
n)Λα(βk,lt/

√
n)t2α+1dtdϕ.

Bei dieser Zerlegung haben wir benutzt, daß wegen Gleichung 3.4

Rc,d(t, ϕ) = ei(c−d)ϕRc,d(t, 0)

ist.
Der Beweis ist beendet, wenn gezeigt ist, daß Ji(n)→ 0 mit n→∞.
Für J3(n) und J4(n) ist dies klar.
Es gilt J1(n)→ 0 mit n→∞, denn µ̂(t/

√
n, ϕ/

√
n)n konvergiert gleichmäßig auf

Kompakta gegen e−aϕ
2/2e−bt

2/2. Für den Beweis der letzten Behauptung setze

fn(t) :=(
sin t/

√
n

t/
√
n

)2α+1

Rc,d(t/
√
n, 0)Rk,l(t/

√
n, 0) cos t/

√
n− Λα(βc,dt/

√
n)Λα(βk,lt/

√
n).

und zeige, daß
lim
n→∞

sup
c6
√
n

d6
√
n

|fn(t)| = 0

gleichmäßig auf Kompakta.
Dies ist trivial, falls c = d = k = l = 0.
Ist cdkl > 0, so liefert die Hilb-Formel für Scheibenpolynome ([5], Theorem 1)
Konstanten C1–C4 mit

|fn(t)| 6 C1t
2/n+C2((c−d)2+(k−l)2)t4/n2+C3t

4/n2+C4((c−d)2+(k−l)2)t8/n4.
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Ist z.B. c = 0 und dkl > 0, so ist wieder mit [5], Theorem 1

|fn(t)| 6

∣∣∣∣∣
(

sin t/
√
n

t/
√
n

)α+1/2

− Λα(β0dt/
√
n)

∣∣∣∣∣+ C1t
2/n+ C2(k − l)2t4/n2.

Ähnliche Abschätzungen ergeben sich auch in den übrigen Fällen und die Be-
hauptung folgt. �

Bemerkung:
Die Voraussetzungen (i)–(iii) sind gerade die Bedingungen, unter denen der zen-
trale Grenzwertsatz für Scheibenpolynome, [6], Theoreme 3, gilt.

Der oben angesprochenen random walk zur Verteilung µ = 1/2(δ(1,0) + δ(0,1) ist
periodisch. Daher ist Satz 3.2.4 nicht anwendbar. Es gilt aber

Korollar 3.2.5
Sei α > 0 und Sn der random walk zur Verteilung µ = 1/2(δ(1,0) + δ(0,1). Sind
c− k und d− l beide gerade oder beide ungerade, so ist

lim
n→∞

∣∣∣(2n)α+3/2P
(2n)
(c,d)(k,l)−

22α+2Γ(α + 2)Γ(α + 1)√
2π(βcdβkl)α

πk,ln
α×

exp

(
−(d− c+ k − l)2

n
− β2

cd + β2
kl

2n

)
Iα

(
βcdβkl
n

) ∣∣∣ = 0

mit βcd =
√

(2c+ α + 1)(2d+ α + 1).

Beweis: Es ist

(2n)α+3/2P
(2n)
(c,d)(k,l)=4(α + 1)πk,l

(√
2n4π∫ π

−π
(cosx)2nei(d−c+k−l)xdx

)
(

(2n)2α+1

∫ π/2

0

(cos y)2n+1(sin y)2α+1R
(α)
c,d (cos y)R

(α)
k,l (cos y)dy

)
=4(α + 1)πk,lI1(n)I2(n).

Zu I1(n):
Es gilt

I1(n) =

√
2n

2
P (

n∑
k=1

Xk = d− c+ k − l),

wobei Xk unabhängige, identisch verteilte Zufallsvariablen mit Werten in Z und
der gemeinsamen Verteilung µ = 1/4δ−2+1/2δ0+1/4δ2 sind. Der klassische lokale
Grenzwertsatz ([19], Theorem 4.2.1) liefert

lim
n→∞

∣∣∣I1(n)− 1√
2π

exp(−(d− c+ k − l)2/n)
∣∣∣ = 0
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gleichmäßig in c, d, k, l.
Zu I2(n):
Man zeigt ähnlich wie im obigen Beweis, daß

lim
n→∞

∣∣∣I2(n)− 22αΓ(α + 1)2

(βcdβkl)α
nα exp

(
−β

2
cd + β2

kl

2n

)
Iα

(
βcdβkl
n

) ∣∣∣ = 0.

�

Korollar 3.2.6
Es seien die Voraussetzungen von Satz 3.2.4 erfüllt. Sind kn, ln Folgen natürlicher
Zahlen mit kn →∞, ln →∞ und kn, ln = O(

√
n), so gilt

P
(n)
(0,0)(kn,ln)

≈ 1

n
Φa,b

(
kn√
n
,
ln√
n

)
mit

Φa,b(x, y) =
2α+1

√
2πabα+1Γ(α + 1)

(xy)α(x+ y)e−2xy/be−
(x−y)2

2a .

Beweis: Mit den Abkürzungen aus dem Beweis von Satz 3.2.4 ist

nP
(n)
(0,0)(kn,ln)

Φa,b(
kn√
n
, kn√

n
)

=

√
2abα+1Γ(α + 2)πkn,ln√
π2α+1(kn, ln)α(kn + ln)

nα+1/2e
2knln
2bn e

(kn−ln)2

2an ×∫ π
√
n

−π
√
n

∫ π
√
n/2

0

µ̂(t/
√
n, ϕ/

√
n)nRkn,ln(t/

√
n, ϕ/

√
n) cos t/

√
n sin2α+1 t/

√
ndtdϕ.

Da

πkn,ln =
(kn + ln + α + 1)Γ(kn + α + 1)Γ(ln + α + 1)

kn!ln!Γ(α + 1)Γ(α + 2)

ist ([6],(2.3)), folgt mit der Asymptotik der Gamma-Funktion

lim
n→∞

√
2abα+1Γ(α + 2)πkn,ln√
π2α+1(kn, ln)α(kn + ln)

nα+1/2 =

√
2abα+1

√
π2α+1Γ(α + 1)

.

Also bleibt zu zeigen, daß

lim
n→∞

√
2abα+1

√
π2α+1Γ(α + 1)

e
2knln
2bn e

(kn−ln)2

2an

∫ π
√
n

−π
√
n

∫ π
√
n/2

0

µ̂(t/
√
n, ϕ/

√
n)n ×

Rkn,ln(t/
√
n, ϕ/

√
n) cos t/

√
n sin2α+1 t/

√
ndtdϕ = 1.

Dies folgt aber wie im Beweis von Satz 3.2.4, wenn man (3.1) und kn, ln = O(
√
n)

beachtet. �
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3.3 Ein Analogon zum Integral-Test von

Dvoretzky-Erdös

Ist (Xn)n∈N eine transiente Markov-Kette auf N0, so gilt Xn →∞ P-fast sicher.
Daher ist die Geschwindigkeit, mit der Xn divergiert, von Interesse.
In [15] wird für die einfache Irrfahrt bezüglich der Gegenbauer-Polynome ein
Analogon zum Integral-Test von Dvoretzky-Erdös bewiesen. Mit Hilfe der Sätze
aus Abschnitt 3.1 können wir dieses Resultat erweitern.

Es sei also {Pn(x)}n∈N0 ein Polynomsystem, das den Voraussetzungen

(a) die Rekursionskoeffizienten erfüllen n(an − cn) → ρ > 0, bn → β < 1 und
α := ρ

1−β − 1/2 > 0,

(b) das Orthogonalisierungsmaß π ist absolutstetig auf [−1, 1] mit einer stetigen
Dichte der Form π′(x) = (1− x2)αg(x), wobei g(1) 6= 0,

(c) es existiert ein r0 ∈ N0 mit πr ∼ r2α+1 für r > r0,

(d) |Pn(x)| ist gleichmäßig beschränkt auf Tr π

genügt und (Xn)n∈N die einfache Irrfahrt bezüglich dieses Polynomsystems.

Bemerkung:
Ist bn ≡ 0, so ist Bedingung (c) erfüllt, falls statt (a) die stärkere Bedingung

Die Folge {nλ(an − cn)− ρ}n∈N ist beschränkt und ρ > 1/2

mit 0 < λ 6 1 gilt, die z.B. für die q-ultrasphärischen Polynome mit λ = 1
gilt( [41], (5.3). Aus dieser Bedingung folgt nämlich

an
cn

=
n+ 2ρ

n
+O(n−(1+λ))

und damit πn ≈ Cn2ρ mit einer Konstanten C > 0.

Da α > 0 ist, ist Xn transient. Dann ist bekanntlich für alle i, j ∈ N0

Gij =
∞∑
n=0

P
(n)
ij <∞.

Es werden zunächst einige Lemmata benötigt, mit deren Hilfe die Wahrschein-
lichkeit Q(r, T ) abgeschätzt wird, mit der Xn nach dem Zeitpunkt T das Intervall
[0, r] aufsucht.

Lemma 3.3.1
Für r, T ∈ N bezeichne

Q(r, T ) := P (Xn 6 r für ein n > T | X0 = 0).
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Dann gilt

Q(r, T ) =
1

Grr

∞∑
n=T

P
(n)
0r .

Beweis: Da sich Xn nur in direkten Nachbarzuständen von Xn−1 befinden kann
und eine zeitlich homogene Markov-Kette ist, ist

Q(r, T ) =
∞∑
i=0

P (Xn 6 r für ein n > 0 | X0 = i)P
(T )
0i

=
∞∑
i=0

P (Xn = r für ein n > 0 | X0 = i)P
(T )
0i .

Bezeichnet τr := inf{n > 0 : Xn = r} den ersten Zeitpunkt, zu dem sich Xn im
Zustand r befindet, so gilt bekanntlich (siehe z.B. [14], Theorem I.51)

P (Xn = r für ein n > 0 | X0 = i) = P (τr <∞|X0 = i) =
Gir

Grr

.

Damit erhält man

Q(r, T ) =
1

Grr

∞∑
i=0

GirP
(T )
0i =

1

Grr

∞∑
i=0

∞∑
n=0

P
(n)
ir P

(T )
0i =

1

Grr

∞∑
n=0

P
(n+T )
0r

1

Grr

=
∞∑
n=T

P
(n)
0r

�

Lemma 3.3.2
Es existieren ein n0 > 0 und Konstanten C1, C2 > 0 so, daß für alle n > n0

C1 6
1

n
Gnn 6 C2

gilt.

Beweis: Mit Satz 1.2.2 ist

P (k)
nn = πn

∫
(P1(x))k P 2

n(x)dπ(x)

und somit (vgl. den Beweis zu Satz 1.4.2)

Gnn =
πn
2α

∫
P 2
n(x)

1− x
dπ(x).

Setze jetzt Rn(x) := Pn(1−x). Dann ist {Rn(x)} ein orthogonales Polynomsystem
auf [0,∞[ mit der Rekursionsformel

R0(x) = 1 R1(x) = 1− 2αx

−xRn(x) = an
2α
Rn+1(x)− an+cn

2α
Rn(x) + cnRn−1(x).
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[20], (9.5) und (9.6) liefert

Gnn =
πn
2α

∫
R2
n(x)

x
dν(x) = πn

∞∑
k=n

1

anπn
.

Mit Voraussetzung (c) und der bekannten Abschätzung

C1n
−β 6

∞∑
k=n

1

nβ+1
6 C2n

−β

für n > n0 und β > 0 folgt daraus die Behauptung. �

Lemma 3.3.3
Es existieren r0, T0 ∈ N mit

(i)

Q(r, T ) 6 C1

(
r√
T

)2α

für r > r0 und T > T0.

(ii) Ist T > T0 und r0 6 r 6
√
T , so gilt

C2

(
r√
T

)2α

6 Q(r, T ).

Dabei sind C1, C2 > 0 von r und T unabhängige Konstanten.

Beweis: Offensichtlich genügt es zu zeigen, daß natürliche Zahlen r0 und T0 exi-
stieren so, daß (i) und (ii) für T > T0 und r0 6 r 6

√
T gelten.

Im folgenden bezeichnen C1, C2, . . . beliebige positive und von r und T unabhängi-
ge Konstanten.
Zunächst existiert wegen Voraussetzung (c) ein r0 > 0 mit

(3.6) C1 6
πr

r2α+1
6 C2.

für r > r0. Wie bereits im Anschluß an seinen Beweis erläutert, gilt Satz 3.1.6 im
Fall der einfachen Irrfahrt bereits unter den Bedingungen (a),(b) und (d). Also
existiert ein n0 > 0 so, daß für n > n0 und 0 6 r 6

√
n gilt

(3.7) C3 6 nα+1

∫
(P1(x))n Pr(x)dπ(x) 6 C4

(vgl. den Beweis von Satz 3.1.6).
Aus (3.6) und (3.7) zusammen folgt: Es existieren C5, C6 > 0 mit

C5 6
nα+1

r2α+1
P

(n)
0r 6 C6
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für n > n0 und r0 6 r 6
√
n. Mit Lemma 3.3.1,Lemma 3.3.2 und der Abschätzung

C1n
−β 6

∞∑
k=n

1

nβ+1
6 C2n

−β

folgt die Behauptung. �

Bemerkung:
Jacobi-Polynome mit α 6= β erfüllen zwar Voraussetzung (b) nicht, Lemma 3.3.3
gilt aber trotzdem, falls α > −1/2 und α > β > −1. Benutze im obigen Beweis
nur Satz 3.1.3 statt Satz 3.1.6.

Satz 3.3.4 (Dvoretzky-Erdös-Test)
Für jede monotone Folge g(n) > 0 gilt

P (Xn 6
√
ng(n) unendlich oft) = 0 ⇔

∫ ∞
0

g̃(t)2α+1

t
dt <∞

und

P (Xn 6
√
ng(n) unendlich oft) = 1 ⇔

∫ ∞
0

g̃(t)2α+1

t
dt =∞,

wobei g̃ die durch g̃(t) :=
∑∞

n=0 1[n,n+1[(t)g(n) auf R+ definierte Funktion ist.

Beweis: Da für die einfache Irrfahrt mit Lemma 1.4.8 die beschränkten harmo-
nischen Funktionen stets konstant sind, folgt dies genau wie in [15] aus Lem-
ma 3.3.3. �

Damit erhalten wir auch das folgende Resultat zur Divergenzrate von Xn:

Korollar 3.3.5
Für jede monotone Folge g(n) > 0 ist P -fast sicher

lim inf
n→∞

Xn√
ng(n)

= 0 oder +∞

je nachdem, ob ∫ ∞
0

g̃(t)2α+1

t
dt

unendlich oder endlich ist.

Beweis: Dies folgt sofort aus dem obigen Satz, wenn man beachtet, daß sich die
dortige Aussage nicht ändert, wenn g(n) durch Cg(n) mit einer strikt positiven
Konstanten C ersetzt wird. �



Kapitel 4

Eine Klasse polynomialer
Hypergruppen mit asymptotisch
periodischen Rekursions-
koeffizienten

Gegeben seien 0 < a1, a2 < 1. Setze

an =

{
a1 , falls n ungerade

a2 , falls n gerade
und cn = 1− an.

Betrachte nun die orthogonalen Polynomsysteme

P0(x; a1, a2) = 1 P1(x; a1, a2) = x

P1(x; a1, a2)Pn(x; a1, a2) = anPn+1(x; a1, a2) + cnPn−1(x; a1, a2)

und

Q0(x; a1, a2) = 1 Q1(x; a1, a2) = x/a2

xQn(x; a1, a2) = anQn+1(x; a1, a2) + cnQn−1(x; a1, a2).

Das zweite System wird in [21] erwähnt. Die beiden Systeme sollen daher im
folgenden Karlin-McGregor-Polynome der ersten und zweiten Art (kurz KMG-
Polynome) genannt werden.
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Satz 4.1
Die Linearisierungskoeffizienten der KMG-Polynome erster Art sind gegeben durch

g(m,n, n+m) =

{
a2 , n oder m gerade

a1 , n und m ungerade

g(m,n,m+ n− 2k) =



(
c1c2
a1a2

)k/2
(a2 − c2) , k gerade, n oder m gerade(

c1c2
a1a2

)k/2
(a1 − c1) , k gerade, n und m ungerade

( c2
a1

)(k+1)/2( c1
a2

)(k−1)/2(a1 − c1) , k ungerade, n oder m gerade

( c2
a1

)(k−1)/2( c1
a2

)(k+1)/2(a2 − c2) , k, n und m ungerade

für 1 6 k 6 m− 1 (m > 2).

g(m,n, n−m) =



(
c1c2
a1a2

)m/2
a2 , m gerade(

c1c2
a1a2

)(m−1)/2
c2 , m ungerade und n gerade(

c1c2
a1a2

)(m−1)/2
c1 , m und n ungerade

für m > 2.

g(m,n, n+m− k) = 0 für alle m,n, falls k > 1 ungerade.

Beweis: Man benutzt die Rekursionsgleichungen für die Linearisierungskoeffizien-
ten g(m,n,m+n−k) aus [25] und führt für n, k fest eine langwierige vollständige
Induktion nach m durch. Dabei hat man Fallunterscheidungen zu treffen, je nach-
dem ob n,m, k gerade oder ungerade sind. �

Bemerkung:
Die KMG-Polynome erster Art bilden also genau dann eine polynomiale Hyper-
gruppe, wenn a1 > 1/2 und a2 > 1/2 gilt.

Satz 4.2
(i) Das Orthogonalisierungsmaß π der KMG-Polynome erster Art hat folgende

Gestalt:
Auf den Intervallen I1 = [−(

√
α +
√
β),−|

√
α −
√
β|] und I2 = [|

√
α −√

β|,
√
α +
√
β] ist π absolutstetig mit der Dichte

π′(x) =
(4βx2 − (x2 + β − α)2)1/2

2πc2x(1− x2)
.

Dabei ist α := a1c2 und β := a2c1. Der diskrete Anteil ist
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(1) ein Sprung in x = 0 der Masse a1−a2
c2

, falls a1 > a2 und

(2) Sprünge in x = −1 und x = 1 der Masse c1−a1+c2−a2
4c2

, falls a1 + a2 < 1.

(ii) Die KMG-Polynome erster Art besitzen die Eigenschaft (T ) genau dann,
wenn a1 > 1/2 und a2 > 1/2 ist, d.h. genau dann, wenn sie eine polynomiale
Hypergruppe bilden.

(iii) Für die KMG-Polynome 1.Art mit a1 > 1/2 und a2 > 1/2 gilt

D = [−1, 1]∪{z ∈ C\[−1, 1] : |z2−(α+β)+
√

(z2 − (α + β))2 − 4αβ| 6 2a1a2}

und DS = [−1, 1]. Dabei sind α und β wie in (i).

Beweis:

(i) Für ein beliebiges orthogonales Polynomsystem Pn(x) mit Orthogonalisie-
rungsmaß π bezeichne

B(z) =

∫
dπ(t)

z − t
z ∈ C \ Tr π

die Stieltjes-Transformierte von π. Ist Tr π kompakt, so besitzt B(z) eine
Darstellung als Kettenbruch

B(z) =
1

|z − b1
− a0c1|
|z − b2

− a1c2|
z − b3

− · · ·

([36], Theorem 3.5.4). Bezeichnen P
(1)
n die 1. assoziierten Polynome und

A(z) deren zugehörigen Kettenbruch, so folgt unmittelbar

(∗) B(z) =
1

z − b1 − a0c1A(z)
.

Sind speziell Pn(x) die Karlin-McGregor-Polynome 1.Art Pn(x; a1, a2), so

gilt P
(1)
n (x; a1, a2) = Qn(x; a2, a1). Da Q

(1)
n (x; a2, a1) = Qn(x; a1, a2) ist,

folgt nach zweimaligem Anwenden von (∗)

A(z) =
z2 + β − α + ((z2 − α + β)2 − 4βz2)1/2

2βz

und somit

B(z) =
2c1βz((z2 − α + β)2 − 4βz2)1/2 + 2βz3(2β − c1) + 2βc1z(α− β)

(z2(2β − c1) + c1(α− β))2 − c12((z2 − α + β)2 − 4βz2)
.
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Nun ist β−α = a2−a1 und 2β− c1 = c1(a2− c2) und daher läßt sich obige
Gleichung vereinfachen zu

B(z) =
2βz[((z2 + a2 − a1)2 − 4βz2)1/2 + z2(a2 − c2) + (a1 − a2)]
c1[(z2(a2 − c2) + (a1 − a2))2 − ((z2 + a2 − a1)2 − 4βz2)]

=
[(z2 + a2 − a1)2 − 4βz2]1/2 + z2(a2 − c2) + (a1 − a2)

2c2z(1− z2)
.

Mit der Inversionsformel für die Stieltjes-Transformation folgt die Behaup-
tung.

(ii) [37], Corollary 2 ergibt,daß die KMG-Polynome erster Art die Eigenschaft
(T) für a1 > 1/2, a2 > 1/2 besitzen. Andererseits rechnet man leicht nach,
daß

h(3, 0) =
1− 2c1
2− 2c1

und h(3, 1) =
1− 2c2
2− 2c2

ist. Daher ist die Eigenschaft (T) genau für diesen Parameterbereich gültig.

(iii) Da mit (ii) die Eigenschaft (T) erfüllt ist, ist [−1, 1] ⊆ DS. Lemma 2.2.3
zeigt, daß DS∩]1,∞[= ∅. Da die KMG-Polynome symmetrisch sind, folgt
DS = [−1, 1].
Setze weiter

A = {z ∈ C \ [−1, 1] : |z2 − (α+ β) +
√

(z2 − (α + β))2 − 4αβ| 6 2a1a2}.

[3], Theorem 1 liefert für z ∈ C \ [−1, 1]

lim
n→∞

Pn+2(z; a1, a2)

Pn(z; a1, a2)
=
z2 − (α + β) +

√
(z2 − (α + β))2 − 4αβ

2a1a2
.

Folglich ist für z ∈ Ac \ [−1, 1]

lim
n→∞

∣∣∣∣Pn+2(z; a1, a2)

Pn(z; a1, a2)

∣∣∣∣ > 1

und somit z 6∈ D.
Ebenso ist für z ∈ A◦ z ∈ D. Da [−1, 1] ⊆ D, folgt die Behauptung.

�

Bemerkung:
Pn(x) = Pn(x; 1/2, a2) hat die explizite Darstellung

P0(x) = 1

P2n(x) =

(
c2
a2

)n/2(
a2Un(

2x2 − 1

2
√
a2c2

)− c2Un−2(
2x2 − 1

2
√
a2c2

)

)
(n > 1)

P2n+1(x) = x

(
c2
a2

)(n+1)/2(√
a2
c2
Un(

2x2 − 1

2
√
a2c2

)− Un−1(
2x2 − 1

2
√
a2c2

)

)
(n > 0)
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mit den Tschebyscheff-Polynomen 2.Art Un(x). Pn(x) ist in der Terminologie
von [8] das gesiebte random-walk-Polynom erster Art zum Polynomsystem {Rn(x)}n∈N,
das die Rekursionsformel

R0(x) = 1 R1(x) = x/c2

xRn(x) =c2Rn+1(x) + a2Rn−1(x)

besitzt. Durch Einsetzen sieht man, daß

Rn(x) =

(
a2
c2

)n/2
Un

(
x

2
√
a2c2

)
ist und die Behauptung folgt aus [8], Corollary 3.2.

Satz 4.3
(i) Die KMG-Polynome 2.Art bilden für a1 > 1/2 und a2 > 1/2 eine poly-

nomiale Hypergruppe. Ist a1 6= a2, so sind die Rekursionskoeffizienten von
Q̃n(x; a1, a2) := Qn(x;a1,a2)

Qn(1;a1,a2)
für alle n ∈ N gegeben durch

ãn =

a1
(

1 + a2γ(n+1)/2(1−γ)
1−γ(n+1)/2

)
, falls n ungerade

a2(1−γn/2+1)

1−γn/2(c2+a2γ
, falls n gerade

und c̃n = 1− ãn

Dabei ist γ := c1c2
a1a2

.

(ii) Für a1 > 1/2 und a2 > 1/2 ist für die KMG-Polynome 2.Art die Eigen-
schaft (T) erfüllt.

(iii) Für die KMG-Polynome zweiter Art hat das Orthogonalisierungsmaß π die
folgende Gestalt:
Auf den Intervallen I1 = [−(

√
α +
√
β),−|

√
α −
√
β|] und I2 = [|

√
α −√

β|,
√
α +
√
β] ist π absolutstetig mit der Dichte

π′(x) =
(4αx2 − (x2 + β − α)2)1/2

2παx
.

Dabei ist α := a1c2 und β := a2c1. Der diskrete Anteil ist ein Sprung in
x = 0 der Masse a1−a2

a1c2
, falls a1 > a2.

(iv) Ist a1 > 1/2 und a2 > 1/2, so ist für die KMG-Polynome 2.Art

D = [−1, 1]∪{z ∈ C\[−1, 1] : |z2−(α+β)+
√

(z2 − (α + β))2 − 4αβ| 6 2a1a2}.

und DS = [−1, 1].
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Beweis:

(i) Die Positivität der Linearisierungskoeffizienten folgt aus [38], Theorem 1.
Berechne Qn(1; a1, a2) mit Hilfe von [27], Prop. 1.2. Aus [27](1.10) folgt die
zweite Behauptung.

(ii) Dies folgt ebenfalls aus [37], Corollary 2.

(iii) Die Gestalt des Orthogonalisierungsmaß berechnet man wie im Beweis von
Satz 4.2. Im Unterschied zu dort ist nur hier

B(z) =
(z2 − β + α) +

√
(z2 − β + α)2 − 4αz2

2αz
.

(iv) Es bezeichne qn(z) das n-te monische KMG-Polynom 2.Art. Dann ist

Q̃n+2(x; a1, a2)

Q̃n(x; a1, a2)
=
qn+2(z)

qn(z)

qn(1)

qn+2(1)
.

Nun gilt ([27],(1.10)):
qn+2(1)

qn(1)
= ãn+1ãn.

Mit Teil (i) und [3], Theorem 1 folgt

Q̃n+2(x; a1, a2)

Q̃n(x; a1, a2)
→

z2 − (α + β) +
√

(z2 − (α + β))2 − 4αβ

2a1a2

für z ∈ C \ [−1, 1]. Damit folgt die Behauptung wie in Satz 4.2.

�



Anhang

A.1 Orthogonale Polynome

Gegeben seien Folgen an > 0, bn > 0 und cn > 0 (n ∈ N) mit an + bn + cn = 1 für
alle n ∈ N.
Dann definiert bekanntlich (Satz von Favard, [9],Theorem 1.3.4)

P0(x) = 1 P1(x) = a0x+ b0

P1(x)Pn(x) = anPn+1(x) + bnPn(x) + cnPn−1(x)

ein System orthogonaler Polynome. Dabei wählen wir a0 und b0 stets folgender-
maßen:

(i) Falls die Limiten limn→∞ an =: α ∈]0, 1[, limn→∞ bn =: β und limn→∞ cn =:
γ ∈]0, 1[ existieren mit α > γ, so setze a0 := 2

√
αγ und b0 := β.

(ii) Falls diese Bedingung nicht erfüllt ist, so wähle a0 > 0, b0 mit a0 + b0 = 1.

Setze weiter

x0 :=

{
1−β
2
√
αγ

im Fall (i)

1 im Fall (ii)
und θ0 :=

{
ln
√

α
γ

im Fall (i)

0 im Fall (ii)
.

Dann gilt x0 > 1, cosh θ0 = x0 und Pn(x0) = 1 für alle n ∈ N.

Es bezeichne π das Orthogonalisierungsmaß des Polynomsystems {Pn(x)}n∈N0

und

πj =

(∫
P 2
j (x) dπ(x)

)−1
.

Da an, bn und cn beschränkt sind, ist Tr π kompakt (siehe [9], Theorem IV.2.2).

Lemma A.1.1
Ist Voraussetzung (i) erfüllt, so ist {Pn(x)}n∈N0 in der Nevai-Klasse M(0, 1) ent-
halten und es gilt Tr π ⊆]−∞, x0].
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Beweis: Einen Beweis der ersten Behauptung findet man z.B. in [28]. Zum Beweis
des zweiten Teils genügt es zu zeigen, daß Pn(x) > 1 für x > x0 und n ∈ N. Denn
dann sind offensichtlich alle Nullstellen von {Pn(x)}n∈N0 in ] −∞, x0] enthalten
und somit auch Trπ ([9], Theorem III.5.8). Nun ist P1(x) > 1 für x > x0 und aus
der Rekursionsgleichung, geschrieben in der Form

Pn+1(x)− Pn(x) =
cn
an

(Pn(x)− Pn−1(x)) +
1

an
(P1(x)− 1)Pn(x)

folgt induktiv die Behauptung. � Die Linearisierungskoeffizienten g(m,n, k)
von {Pn(x)}n∈N0 sind durch

Pn(x)Pm(x) =
n+m∑

k=|n−m|

g(m,n, k)Pk(x)

eindeutig bestimmt.

Man sagt das Polynomsystem {Pn(x)}n∈N0 hat die Eigenschaft (T), falls in der
Darstellung

Pn(x) =
n∑
k=0

h(n, k)Tk(x)

von Pn(x) bezüglich der Tschebyscheff-Polynome erster Art h(n, k) > 0 für alle
n und k ist.

Schließlich setzen wir

D = {z ∈ C : |Pn(z)| 6 1 für alle n ∈ N} und DS = D ∩ R.

Man sieht leicht, daß DS ⊆ [−1−b0
a0
, x0].

Falls das Polynomsystem {Pn(x)}n∈N0 eine polynomiale Hypergruppe bildet und
die Voraussetzung (i) erfüllt ist, gilt [−x0, x0] ⊆ DS ([44], Theorem (8.2)).

A.2 Modifizierte Momente

Definition A.2.1
Gegeben sei ein orthogonales Polynomsystem {Pn(x)}n∈N0 wie oben.

(i) Für k, n ∈ N0 und θ ∈ C setze

ϕn,θ(k) :=

(
∂

∂t

)n
Pk(cosh t)|t=θ und mn(k) := ϕn,θ0(k).

Die Funktionen mn heißen Momente.
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(ii) Für jede N0-wertige Zufallsvariable X mit Verteilung µ heißt

E∗(X) := E(m1(X)) =
∞∑
k=0

m1(n)µ({n})

der modifizierte Erwartungswert von X.

Lemma A.2.2
Der modifizierte Erwartungswert hat folgende Eigenschaften:

(i) m1(n) ≡ 0, falls x0 = 1, und m1(n) > 0, falls x0 > 1.

(ii) Ist Xn eine Pn-homogene Markov-Kette mit Verteilung µ, so ist E∗(Xn) =
nE∗(X1).

Einen Beweis dieser Aussagen findet man in [42].

Definition A.2.3
Gegeben sei eine Sturm-Liouville-Hypergruppe wie in Kapitel 2 und ϕλ ihre mul-
tiplikativen Funktionen. Dann setzt man wie oben für x ∈ R+, n ∈ N und θ ∈ C

φn,δ(x) =

(
∂

∂t

)n
ϕδ+it(x)|t=0 und mn(x) := φn,iρ(x).

und nennt die Funktionen mn(x) ebenfalls Momente. Genauso heißt

E∗(X) := E(m1(X)) =

∫ ∞
0

m1(x)dµ(x)

der modifizierte Erwartungswert der R+-wertigen Zufallsvariablen X.

In [48] ist bewiesen, daß gilt

Lemma A.2.4
Der modifizierte Erwartungswert hat die Eigenschaften:

(i) m1(x) ≡ 0, falls ρ = 0, und m1(x) > 0, falls ρ > 0.

(ii) Ist Xn ein random walk mit Verteilung µ, so ist E∗(Xn) = nE∗(X1).

A.3 Einige Eigenschaften konvexer Funktionen

Beweise der folgenden Aussagen sind in [12], Kapitel VI oder in [33] zu finden.
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Definition A.3.1
(i) C ⊆ R heißt konvex, falls λx+(1−λ)y ∈ C für alle x, y ∈ C und 0 < λ < 1.

Damit ist C ⊆ R konvex genau dann, wenn C ein offenes, halboffenes oder
abgeschlossenes Intervall ist.

(ii) Eine Funktion f : C → R̄ heißt konvex, falls C konvex ist, f 6≡ +∞, f nicht
den Wert −∞ annimmt und falls für alle x, y ∈ C und 0 < λ < 1

f(λx+ (1− λ)y) 6 λf(x) + (1− λ)f(y)

gilt. Da eine konvexe Funktion auf C immer durch die Festsetzung f(x) =
+∞ für x 6∈ C zu einer konvexen Funktion auf R fortgesetzt werden kann,
wird im folgenden immer angenommen, daß f auf ganz R definiert ist.
Unter dem effektiven Definitionsbereich von f versteht man dann die kon-
vexe Menge

domf := {x ∈ R : f(x) <∞}.
Satz A.3.2

(i) Eine konvexe Funktion f ist stetig auf (domf)◦.

(ii) Sei f eine konvexe, von unten halbstetige Funktion, y ∈ domf und x ∈
rd(domf). Dann ist λx+ (1− λ)y ∈ (domf)◦ für 0 < λ 6 1 und es gilt

lim
λ↓0

f(λx+ (1− λ)y) = f(y).

Definition A.3.3
Sei f konvex auf R und y ∈ R.

(i) z ∈ R heißt Subgradient von f in y, falls

f(x) > f(y) + z(x− y) für alle x ∈ R.

(ii) Das Subdifferential von f in y ist die Menge

∂f(y) := {z ∈ R : z ist Subgradient von f in y }.

(iii) Ist f(y) < ∞, so existieren die rechtsseitige und die linksseitige Ableitung
von f in y

f ′+(y) = lim
x↓y

f(x)− f(y)

x− y
, f ′−(y) = lim

x↑y

f(x)− f(y)

x− y

als Zahlen in R̄.

Beachte , daß aus der Konvexität von f

f ′+(y) = inf
x>y

f(x)− f(y)

x− y
und f ′−(y) = sup

x<y

f(x)− f(y)

x− y

folgt.
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Satz A.3.4
f sei konvex. Setzt man f ′+(y) = +∞ = f ′−(y) für alle y rechts von domf und
f ′+(y) = −∞ = f ′−(y) für alle y links von domf , so gilt für alle x ∈ R

∂f(x) = {z ∈ R : f ′−(x) 6 z 6 f ′+(x)}.

Existiert ein x0 ∈ R mit f ′+(x0) = 0, so ist f monoton wachsend auf [x0,+∞[
und monoton fallend auf ]−∞, x0].

Definition A.3.5
Zu einer konvexen Funktion f auf R heißt

f ∗(y) := sup
x∈R
{xy − f(x)}

die Legendre-Transformierte von f.

Satz A.3.6
Sei f eine konvexe, von unten halbstetige Funktion. Dann gilt:

(i) f ∗ ist konvex und von unten halbstetig.

(ii) xy 6 f(x) + f ∗(y) für alle x, y ∈ R.

(iii) xy = f(x) + f ∗(y) genau dann, wenn y ∈ ∂f(x).

(iv) y ∈ ∂f(x) genau dann, wenn x ∈ ∂f ∗(y).

(v) Ist f endlich und differenzierbar auf R, so gilt

(domf ∗)◦ ⊆ {f ′(x) : x ∈ R} ⊆ domf ∗.
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Bezeichnungen

Es bezeichnen stets C,R,Q und N die komplexen, reellen, rationalen und natürli-
chen Zahlen. Daneben legen wir fest:

R+:= [0,∞[,
R̄ := R ∪ {−∞,+∞} und
N0 := N ∪ {0}.

Ist K ein lokalkompakter Raum, so bezeichnet

M(K) die Menge aller komplexen regulären Borelmaße auf K,
M+(K) die Menge aller positiven regulären Borelmaße auf K,
M1(K) die Menge aller Wahrscheinlichkeitsmaße auf K und
B(K) die Borel-σ-Algebra von K.

Das Punktmaß in x ∈ K bezeichnen wir mit δx. Für die charakteristische Funk-
tion der Menge A ∈ B(K) schreiben wir 1A(x).

IstA ⊆ K, so bezeichnet

A◦ das Innere von A,
Ā den Abschluß von A,
rdA = Ā \ A◦ den Rand von A und
Ac = K \ A das Komplement von A in K.

Sind (an), (bn) Folgen reeller Zahlen mit bn > 0, so schreiben wir

an ≈ bn , falls limn→∞
an
bn

= 1 gilt und

an ∼ bn , falls Konstanten C1, C2 existieren mit C1 6 an
bn
6 C2.

Genauso schreiben wir für rellwertige Funktionen f(x), g(x) mit g(x) > 0

f(x) ≈ g(x) , falls limx→∞
f(x)
g(x)

= 1.
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[15] Léonard Gallardo, The rate of escape of a polynomial random walk on N2
0,

Harmonic Analysis and discrete potential theory (New York) (M. A. Picar-
dello, ed.), Plenum Press, 1992.
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